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序 


1978 年 夏 , 我 在 中 国 科学 院 数学 研究 所 讲 了 六 个 星期 的 黎 曼 
面 课程 , 吕 以 攀 , 陈 志 华 两 位 同志 为 这 一 课程 做 了 很 详尽 的 笔记 ， 
这 本 书 就 是 我 们 三 人 根据 上 述 笔记 补充 修改 而 成 的 . 

当时 在 选择 回国 所 要 讨论 的 课题 时 ， 我 深 深 地 感到 应 该 具备 
下 列 三 个 要 素 : (一 》 它 的 内 容 应 该 是 基本 而 且 有 用 ,相对 地 要 避 
免 太 专门 和 高 度 技巧 性 的 东西 ; (二 ) 题材 要 具体 , 但 是 所 用 的 土 
具 却 是 充分 抽象 的 ,这 样 可 以 说 明 近 代数 学 的 一 个 特色 , 那 就 是 抽 
象 的 想法 和 概念 只 是 研究 数学 的 工具 ， 而 不 是 研究 数学 的 最 终 目 
的 ; (三 ) 内 容 要 能 表达 数学 的 统一 性 ， 第 三 点 我 觉得 特别 重要 ， 
因为 越 是 把 数学 的 各 个 专业 分 割 弧 立 ， 做 出 来 的 工作 就 越 是 容易 
与 数学 的 主流 脱节 , 越 是 容易 变 得 偏 窑 . 这 点 并 不 是 我 个 人 的 偏 
见 ， 而 是 一 般 数学 家 的 共同 信仰 。 二 十 世纪 的 大 数学 家 Hermann 
Weyl 为 Hilbert 写 悼 文 时 就 特别 提 到 这 点 〈Obiruary: David Hil- 
bert，1862 一 1943，Gesammelte Abhandlungen IV, Springer-Verlag， 
1968, 121 一 129; 特别 请 看 第 123 页 )。 英 国 数学 家 M. F. Atiyah 
甚至 有 一 篇 短文 专门 讨论 这 个 题目 (The Unity of Mathematics，, 
Bulletin of the London Mathematical Society, 10 (1978), 69—76), 
这 篇 文章 深入 浅 出 ,是 值得 认真 一 读 的 . 

基于 上 述 三 点 ,我 选择 了 笋 曼 面 这 个 课题 ,并 且 采 用 了 本 书 所 
氢 述 的 处 理 方法 。 由 于 时 间 所 限 , 讲课 中 无 法 讲 到 这 个 理论 比较 
深入 的 部 分 。 本 书 虽 然 比 原 课 程 的 材料 多 加 了 一 些 , 但 是 依然 不 
够 完备 ， 最 大 的 缺陷 是 没有 证 明 Abel-Jacobi 定理 和 好 好 地 讨论 与 
这 方面 有 关 的 发 展 , 例 如 一 个 黎 受 面 和 它 的 Jacobi 化 之 间 关 系 等 
等 ， 至 于 这 本 书 有 很 多 细节 上 不 妥当 的 地 方 , 则 更 是 有 目 共 了 睹 的 ， 
鉴于 国内 这 方面 书籍 的 缺乏 ， 我 们 勉强 先 把 这 样 一 本 还 是 相当 粗 


粮 的 书 仓促 付 印 , 以 免 为 了 修补 细节 而 长 期 延迟 了 它 的 出 版 ， 

本 书 所 需 的 预备 知识 不 太 多 ,最 主要 的 是 单 复 变 未 数论 ,初步 
的 拓扑 、 代 数 \ 泛 函 分 析 和 基本 的 微分 流 形 的 概念 。 因 为 第 四 章 是 
自 成 一 系 的 ,所 以 有 必 机 时 读者 可 以 直接 由 第 三 章 距 到 第 五 章 , 但 
我 们 希望 读者 不 要 这 样 做 . 

我 们 希望 这 本 书 能 用 作 研 究 院 的 课本 ， 它 所 需要 的 预备 知识 
应 该 是 任何 研究 院 的 第 一 年 必修 课程 的 一 部 分 ， 它 的 程度 适用 于 
研究 院 的 第 二 年 课程 。 为 了 使 得 研究 生 具 备 充实 的 基础 知识 , 我 
们 觉得 国内 研究 院 一 定 要 为 学 生 开 基本 课程 ,这 是 当务之急 ,不 可 
或 缺 的 ! 另 一 方面 ,我 们 在 编写 时 , 曾 特别 花 了 一 些 功夫 来 使 得 这 
本 书 也 能 作为 大 学 毕业 生 自 修之 用 。 再 者 , 我 们 也 希望 这 本 书 能 
对 复 流 形 、 多 复 变 函数 和 代数 几何 这 几 个 广阔 的 领域 作 一 个 初步 
的 介绍 , 而 且 也 希望 能 启发 读者 向 数学 作 更 深 人 的 研究 ， 为 了 达 
到 第 二 个 目的 ， 请 读者 特别 注意 引言 和 每 章 末 的 注 记 内 的 讨论 . 
在 这 些 地 方 我 不 但 尽 可 能 地 介绍 了 有 关 的 文献 、 而 且 也 表达 了 我 
个 人 对 数学 的 一 些 看 法。 但 是 因为 我 的 学 识 有 限 , 这 些 意 见 不 一 
定 都 正确 .希望 大 家 多 加 指正 批评 , 我 就 感激 不 尽 了 . 

在 数学 所 讲课 时 蒙 陆 启 锋 、 钟 家 庆 同 志 给 我 很 大 的 帮助 ,同时 
张 案 诚 同志 对 这 个 小 册子 也 提 了 宝贵 的 意见 , 特此 表示 感谢 。 昌 
以 华 , 陈 志 华 同志 不 但 完全 尽 了 合 著者 的 责任 ,而 且 在 很 多 吃力 不 
讨好 的 地 方 , 他 们 都 很 惊 慨 地 为 我 代劳 ,书后 的 两 个 附录 就 是 他 们 
为 了 读者 方便 而 特意 撰写 的 。 本 书 中 有 很 多 我 个 人 的 意见 ， 当 然 
得 由 我 一 个 人 负责 ,但 是 它 之 所 以 能 在 短期 内 出 版 ,是 与 他 们 的 努 
力 分 不 开 的 。 在 此 向 他 们 致 以 深切 的 感谢 
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引 言 


本 书 的 主要 目的 是 讨论 紧 黎 曼 ( 曲 ) 面 ,但 对 非 紧 的 黎 曼 面 也 
有 初步 的 介绍 ， 紧 黎 曼 面 的 重要 性 是 由 于 它们 是 紧 复 流 形 中 最 简 
单 的 例子 。 紧 复 流 形 是 近代 数学 的 一 个 主要 研究 对 象 ， 无 论 在 代 
数 几何 、 自 守 函 数论 ,或 微分 几何 中 、 紧 复 流 形 都 占 一 个 重要 的 地 
位 .同时 紧 复 流 形 理论 中 的 技巧 和 想法 对 多 复 变 通 数 论 也 有 重大 
的 影响 。 所 以 本 节 可 以 看 作 近 代数 学 很 多 方面 的 人 门 . 要 是 能 把 
这 个 简单 的 特殊 情况 好 好 掌握 的 话 ， 那 么 对 下 一 步 的 研究 是 会 有 
很 大 帮助 的 . 

一 个 黎 曼 面 从 局 部 的 眼光 看 来 ， 只 是 复 平面 中 的 一 个 开 集 . 
从 整体 的 眼光 看 来 ， 黎 曼 面 的 要 点 是 在 它 上 面 能 引进 全 纯 和 亚 纯 
的 概念 。 所 以 本 书 大 部 分 的 时 间 都 花 在 研究 紧 黎 曼 面 上 的 全 纯 微 
分 、 亚 纯 函 数 等 等 以 及 它们 之 间 的 关系 。 从 几何 的 眼光 看 来 , 黎 曼 
面 是 一 个 相当 简单 的 概念 ， 因 为 任何 一 个 紧 的 黎 曼 面 都 与 局 内 
一 个 闭 曲 面 (或 称 紧 曲面 ) 同 胚 .最 简单 的 闭 曲 面 自 然 是 球面 , 其 
次 是 环 面 ,如 果 环 面 上 多 挂 一 个 环 柄 ,就 得 到 一 个 有 两 个 " 润 ? 的 闭 
曲面 ,如 下 图 所 示 , 


这 曲面 就 是 一 个 所 谓 亏 格 等 于 2 的 曲面 ,一 般 来 说 ,如 果 局 内 一 
个 闭 曲 面 有 ”个 “ 润 ”, 就 称 之 为 有 亏 格 等 于 * 的 闭 曲面 (x 之 0). 
从 拓扑 型 的 观点 来 看 ,这 些 曲 面 就 是 所 有 的 紧 黎 曼 面 了 . 

ss 1 。， 


现在 我 们 简略 地 讨论 一 下 研究 黎 受 面 的 三 个 主要 看 法 . 

(1) 复 流 形 的 观点 : 黎 曼 面 是 一 维 的 Kahter 流 形 ， 这 里 的 主 
要 工具 是 分 析 、 拓 扑 和 微分 几何 ,例如 曲率 、 示 性 类 、 残 数 公式 、 椭 
圆 算 子 等 等 ， 本 书 就 采用 这 个 观点 ， 

(2) 代数 几何 的 观点 ， 黎 曼 面 是 一 条 代数 曲线 ， 即 = 维 复 投 
影 空间 P,C 内 的 一 维 紧 子 簇 . 这 里 主要 的 工具 是 代数 ,例如 多 项 
式 环 内 的 理想 理论 、Galois 理论 、 赋 值 论 等 等 ， 但 研究 的 对 象 仍 
然 是 几何 ,例如 两 条 在 PC 内 的 代数 曲线 相交 于 多 少 点 ? 曲线 的 
一 点 上 是 否 有 切线 ? 等 等 . 

《3) 代数 数论 的 观点 ; ” 黎 曼 面 是 一 个 一 元 代数 函数 域 , 即 一 
个 C 的 一 次 纯 超越 扩充 的 有 限 扩充 ， 这 里 的 工具 是 代数 , 但 对 象 
则 是 代数 和 代数 数论 .例如 一 元 代数 函数 域 的 扩充 理论 . 

这 三 个 观点 基本 上 是 等 价 的 ，(1) 和 (3) 的 等 价 ,可 见 本 书 的 
定理 6.3 和 定理 6.6. 此 外 ,定理 18.8 和 $18 末 的 讨论 也 说 明了 (1) 
和 (2) 的 等 价 ， 但 不 同 的 观点 自然 导出 不 同 的 技巧 .重点 和 结果 . 
比方 说 ,一 个 代数 流 形 上 的 “调和 形式 理论 ”( 见 本 书 的 $11 和 
4 13 一 17) 是 属于 (1) 的 范围 而 不 是 (2) 或 (3) 的 。 相反 的 ， 因 
为 (2) 和 63) 完全 用 代数 工具 ， 所 以 它们 的 结果 和 证 明 都 在 特征 
等 于 p > 0 的 情况 下 成 立 ， 这 种 讨论 自然 不 是 〈1) 所 能 办 到 的 ， 
但 我 们 不 希望 读者 对 上 面 这 三 点 作 片 面 的 理解 ， 以 为 黎 受 面 的 研 
究 是 清 清 楚楚 地 分 为 三 部 分 进行 的 ， 或 者 以 为 可 以 把 三 者 中 之 一 
孤立 起 来 独自 钻研 的 ， 事 实 上 ,在 十 九 世 纪 初 期 和 中 期 ,(1) 和 (2) 
是 分 不 开 的 。 而 且 过 去 二 十 年 间 所 发 展 的 抽象 代数 几何 基本 上 把 
(2) 和 《3) 看 成 是 同一 回 事 。 所 以 这 三 者 的 分 别 只 表述 三 种 不 同 
的 态度 , 而 不 是 有 意 划 出 三 条 界线 ,把 黎 曼 面 理论 作 一 个 “天 下 三 
分 ?。 从 过 去 的 历史 我 们 知道 ， 这 三 个 观点 都 是 互助 互补 的 。 要 
是 任何 一 方面 有 重要 发 展 的 话 ， 则 一 定 加 深 其 它 两 方面 的 了 解 和 
启发 新 的 问题 . 比如 说 ， 所 谓 代 数 簇 的 “奇异 点 分 解 问题 ”本 来 
源 出 于 (1), 但 最 后 的 解答 却 是 完全 用 代数 方法 的 ， 即 是 说 变 成 
(2) 的 范围 内 的 一 条 定理 ,自然 这 条 定理 也 是 在 《1) 的 领域 内 被 


®。 2 。 


反复 应 用 的 .再 举 一 个 例 ， 所 谓 “weil 猜想 ”是 (3) 的 范围 内 的 
间 题 ,但 这 些 猜想 的 主要 想法 却 是 借用 (1) 的 观点 的 ,而 且 这 些 狂 
想 的 解决 所 用 的 工具 已 经 引导 出 代数 几何 (2) 的 内 部 革命 (sche- 
me， 层 的 应 用 ，stale 上 同调 论 等 等 ). 

所 以 上 面 的 (1)，(2)，(3) 实际 是 三 位 一 体 的 ， 要 是 读者 有 
意 在 任何 一 方面 作 深入 的 研究 ， 则 一 定 要 在 其 它 两 方面 有 基本 的 
认识 ,这 点 是 肯定 的 。 

在 紧 黎 曼 面 的 理论 中 ,最 重要 的 结果 无 疑 是 Riemann-Roch 定 
理 ， 我 们 甚至 可 以 将 本 书 的 题目 改 为 “ 紧 黎 曼 面 的 Riemann-Roch 
定理 及 其 证 明和 应 用 ?. 在 这 里 我 们 应 该 补充 两 点 ， 第 一 , 书 内 所 
载 的 Riemann-Roch 定理 的 应 用 是 极其 初步 的 ,读者 要 看 更 深奥 的 
结果 , 则 请 参阅 下 列 的 文献 ， 特 别 是 Griffiths-Harris 的 蔬 。 其 次 ， 
本 蔬 所 给 的 Riemann-Roch 定理 的 证 明 绝 不 是 最 快捷 的 一 个 .我 们 
写 这 书 的 目的 不 是 求 速 战 速 决 ， 而 是 欲 借 这 个 机 会 来 向 各 位 介绍 
一 下 过 去 三 十 年 在 复 流 形 理论 上 的 一 些 新 发 展 ， 人 往往 在 高 维 时 看 
来 抽象 和 难 懂 的 概念 及 技巧 , 在 黎 曼 面 上 变 得 明确 易 懂 ， 因此 用 
黎 曼 面 作 这 方面 的 人 门 初 阶 ,其 实 是 很 理想 的 ， 当 然 归 根 到 底 , 黎 
受 面 的 理论 本 身 如 果 不 是 充分 美好 和 完整 的 话 ， 则 这 本 书 就 会 变 
成 东 拉 西 扯 、 零 乱 无 章 的 了 .所 以 我 们 除了 介绍 一 些 新 工具 、 新 想 
法 之 外 ,还 希望 读者 会 觉得 聊 曼 面 本身 是 值得 细 读 和 思 邯 的 . 

现在 我 们 讨论 一 些 基本 文献 。 黎 曼 面 的 书籍 和 文章 极 多 , 我 
们 只 能 挑选 一 小 部 分 以 作 范 例 ,这 方面 最 有 名 的 书 无疑 是 

H. Weyl, The Concept of a Riemann Surface, Third edition， 
Addison-Wesley Publishing Co.，1955. 
这 本 书 的 第 一 版 是 1913 年 在 德国 印行 的 (原名 Idie der Riemannschen 
Fliche)， 那 时 Weyl 只 有 二 十 六 岁 ， 这 是 本 世纪 数学 界 的 一 部 经 
典 著作 。 近代 所 用 的 黎 曼 面 定义 和 微分 流 形 的 定义 , 都 是 从 这 本 
1913 年 的 书 中 来 的 ， 近 代 对 歼 曼 面 的 基本 了 解 , 也 同 出 一 处 ， 在 
1955 年 这 本 书 的 第 三 版 中 , 还 是 有 资料 值得 任何 一 个 数学 家 去 学 
习 的 ， 这 本 书 对 紧 和 非 紧 的 黎 曼 面 都 有 详细 的 讨论 。 Weyl 写 的 
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书 一 般 来 说 比较 难 读 ,下面 这 书 大 致 上 是 设法 把 weyl 书 内 较 初 步 
的 部 分 为 初学 者 重 写 的 : 

G, Springer，Introduction to Riemann Surfaces, Addison-Wesicy 
Publishing Co,，1957. 

该 书 的 好 处 是 写 得 很 浅 , 所 以 较为 容易 人 手 。 但 最 后 三 十 页 牵涉 
到 一 些 较 深奥 的 东西 , 就 写 得 有 点 难 了 。 和 该 书 相近 而 且 程度 相 
当 的 书 不 多 ,可 举 者 有 二 : 

R. C. Gunning, Lectures on Riemann Surfaces, Princeton Univ- 
ersity Press, 19656., 

J. Guenot and R. Narasimhan, Introduction a la théorie des Sur- 

faces de Riemann, L’ Enseignement Mathématique, 21 (1975), 123— 
328. 
后 者 虽然 是 在 数学 杂志 上 发 表 的 文章 , 但 其 实 与 课本 无 异 。 这 两 
个 文献 都 着 重 于 用 近代 的 工具 和 观点 来 重新 讨论 黎 曼 曲面 ， 因 此 
与 本 书 的 立场 相像 。 所 不 同 的 ,前 者 不 用 Hodge 理论 ,而 且 多 用 一 
些 层 论 ,后 者 则 不 用 层 论 而 多 用 一 些 分 析 。Gunning 的 书 不 能 讲 是 
写 得 平易 近 人 ,但 它 的 取材 却 是 不 错 的 、Guenot-Narasimhan 的 长 
文 有 很 好 的 非 紧 黎 曼 面 的 讨论 ,请 读者 注意 , 

用 代数 几何 的 观点 来 讨论 歼 曼 面 的 书 ,可 推荐 的 有 两 本 ,都 是 
较 浅 的 : 

R. J. Walker, Algebraic Curves, Princeton University Press, 1950 . 
(Dover Publications 在 1962 年 曾 把 这 书 重印 .) 

K. Kendig, Elementary Algebraic Geometry, Springer Verlag, 
1977. 

近代 代数 几何 用 的 工具 较 多 ,因此 写 一 本 完备 的 课本 很 难 , 最 
近 却 一 连 出 现 两 本 这 方面 的 好 书 ， 它 们 都 是 在 详细 地 介绍 了 代数 
签 之 后 才 用 黎 曼 面 作 举例 的 ， 

R，Hartshone，Algebraic Geometry, Springer-Verlag, 1977. 

Pp. A. Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry， 
John-Wiley & Sons, 1978., 
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前 者 全 用 代数 的 工具 , 它 对 Schemes 有 初步 的 介绍 .后 者 是 一 本 所 
谓 “ 超 越 代数 几何 >” (Transcendental Algebraic Geometry) 的 课本 , 即 
是 说 , 只 讨论 复 投影 空间 PC 内 的 代数 徐 , 而 且 大 部 分 时 间 用 上 
面 所 提 的 (1) 的 观点 来 讨论 代数 几何 .所 以 Griffiths-Harris 这 本 书 
也 是 一 般 的 紧 复 流 形 理 论 方面 最 完善 的 课本 . Griffiths-Harris 的 书 
中 小 错漏 很 多 ,但 它 最 难得 的 地 方 是 极 能 把 握 要 点 ,而 且 很 清楚 地 
告诉 读者 每 个 定理 或 概念 的 直观 意义 。 这 本 书 不 讨论 模 (moduli) 
理论 的 最 近 发 展 ( 见 下 面 $3 的 注 记 ), 但 这 缺陷 可 以 用 Cornabla- 
Griffiths 的 长 文 作 补 充 : 

M. Cornalba and P. A. Griffiths, Some transcendental aspects of 
algebraic geometry, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics， 
Volume XXIX, Amer. Math. Society Publications, 1975, 3—110. 
希望 读者 在 念 完 这 本 书后 ,至 少 能 够 翻 一 翻 Gritftiths-Harris 和 Cor- 
nalba-Griffiths 这 两 个 文献 .这样 对 这 方面 的 主要 想法 和 大 方向 都 
会 有 一 个 更 清楚 的 概念 . 这 种 认识 对 于 自己 做 研究 工作 时 如 何 提 
问题 和 独自 思考 是 很 重要 的 . 

下 面 两 本 书 用 近代 代数 手法 来 处 理 黎 曼 面 理论 (上 面 的 (3))， 
都 是 较 初 步 的 ， 读 者 由 这 些 文献 中 可 以 见 到 黎 曼 面 与 代数 数论 的 
关系 : 


M. Deuring, Lectures on the Theory of Algebraic Functions of 


One Variable, Springer Verlag Lecture Notes, 1973. 

S. Lang, Introduction to Algebraic Functions and Abelian Func- 
tions, Addison-Wesley Pub. Co., 1972. 

学 了 一 些 近代 概念 后 ,读者 还 应 “饮水 思源 ”, 找 个 机 会 看 一 些 
古老 书籍 以 作 借 镜 。 因为 它们 总 结 了 上 一 代 的 精华 , 我 们 是 不 能 
忽视 的 ， 现 只 举 出 两 本 以 作 参 考 : 

H. Hensel and G. Landsberg, Theorie der. Algebraisehen Fank- 
tionen cinen Verinderlichen, Leipzig 1902. 

F. Severi, Vorlesungen iiber Algebraische Geometrie, Leipzig 
1921, 


第 一 兴 基本 概念 


$1 PC 的 定义 


为 了 以 后 的 需要 ,我 们 在 这 节 定义 维 复 投影 空间 P,C, 然后 
直观 地 讨论 它 的 几何 意义 .在 这 节 之 末 将 概括 地 讨论 BC 内 的 平 
面 曲线 和 黎 受 面 的 密切 关系 . 

所 谓 ” 维 投影 空间 PC, 就 是 如 下 的 商 空间 : 

PC=C"t— {0}/~, 
这 里 ~ 表示 等 价 关系 : 〈zo  …，zr) ~ (z040'', 21) 寺 EC 
使 z。 一 4z., Ya 一 0,.…,#。 注意 ' 根据 PC 的 定义 ,我 们 只 考 
碟 非 原点 的 (zo，**…，z。)、， 即 至 少 有 一 个 zi 关 0。 所 以 上 面 这 个 
4 是 恒 不 等 于 0 的. 

普通 用 [zo,"…，zxs] 来 表示 〈zo，……，zxw) 的 等 价 类 .所 以 
《zo 24) 一 [zo0,"…'、 za] 定义 一 个 自然 投影 <:C" 一 10} 一 
P,C， 现 在 利用 x 在 P,C 上 引进 拓扑 ， WW 为 PC 内 的 开 集 的 充 要 
条 件 是 3 CC" 一 {0}, W' 是 C"+ 内 的 开 集 ,而 且 x《W') 
W( 这 个 当然 就 是 常用 的 商 拓 扑 )， 由 定义 * 是 开 上 映照 ， 

定义 PsC 内 (n 十 1) 个 常用 的 子 集 : 

LU 一 {[zo zs]: zo #0}, 
ac 一 0,……，,z*。 为 了 记号 上 的 简便 ,现在 只 讨论 “一 0 的 情况 , 但 
一 切 结论 自然 对 所 有 的 e 都 成 立 。 命 U 王 {(1，z zs): 
2 C}， 则 UU 与 Us 有 一 个 一 一 对 应 : (1, 2 一 一 >[1， 
2 Za]。 同 时 Us, 是 PC 内 的 开 集 , 因 一 (7 是 Co 一 10) 
内 的 开 集 {(so  …，。，zw):zo 关 0}。 如 果 用 宇 表示 同 胚 , 便 有 
Us C" ~ Us, 
现在 ， 
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PC 一 To 一 {[0,x 24a]:21€C, 日 有 ij 守 1 使 z; 志 0}. 

因此 直接 由 定义 可 验证 

PC — Uo ~ PC. 
我 们 称 PC 一 Uo 为 PC (对 于 Uo 的 ) 在 co 处 的 超 平 面 ， 总 结 这 
讨论 ,我 们 可 直观 地 说 : P,C 是 C" 在 co 处 加 上 一 个 超 平面 . 

我 们 要 继续 用 直观 办 法 讨论 P,C 的 几何 意义 .这 是 因为 上 面 
PC 的 定义 是 纯 代数 的 ， 这 种 形式 化 的 定义 不 易 吸 收 ， 所 以 我 们 
要 强调 几何 直观 上 的 理解 .现在 要 面 对 的 现实 就 是 当 > 1 时 ， 
P,C 的 “ 实 维 ” 已 大 过 3, 因此 很 难 在 这 种 情况 下 作 直 观 的 讨论 . 
同时 ”一 1 时 又 太 特 殊 。 唯一 的 折衷 办 法 就 是 跑 进 实 域 R 内 研 
究 “ 实 投影 空间 ”PR 或 PR, 然后 用 比喻 的 方法 回 到 复 域 上 去 了 
解 P.C， 这 种 “从 小 宕 大 ”的 办 法 ,用 作 培 养 对 一 个 抽象 概念 的 直 
观 ,在 数学 上 是 很 普通 的 .希望 大 家 今后 能 养 成 这 种 习惯 . 

现在 看 看 PR 吧 ， 这 就 是 熟悉 的 实 投影 平面 ， 其 定义 是 与 
P,C 无 异 的 : 

BR=R— {0}/~, 
其 中 等 价 关系 ~ 的 定义 是 : x1 + #3) ~ (zi x 3) 过 
XE R3xri 一 14x ,Vi 一 1、2、3。 用 [x4t，x2， x*3] 来 表示 《x1，x， 
加 ) 的 等 价 类 ， 这 个 代数 上 的 定义 ,自然 与 大 家 对 PR 的 直观 认识 
(“PR 是 RR 加 上 很 多 无 穷 远 点 ， 使 所 有 必 上 的 平行 线 在 PR 中 
有 相交 点 ”), 大 有 出 入 . 现在 我 们 从 这 代数 的 定义 作 一 些 推 论 ,以 
便 给 这 个 “形式 定义 ”与 “几何 直观 ”之 间作 一 个 联系 ， 

设 二 {[1, x,y]:x,y€ 民 }， 则 如 前 定义 PR 之 拓扑 , 有 

Do 庆 ， 而 且 
PBR— Uo {[0,1,y]: ye€ R}U{LO, 0,1I]). 
记 L。 = PR 一 bu， 称 为 在 无 穷 远 的 直线 ， 现 设 在 R' 上 有 两 
条 平行 直线 
Zi :ar 十 07 十 c 一 0， 
Ls:arx 十 by 十 c 一 0. 
这 里 c 闫 <。 无 妨 设 定 5 到 0， 此 即 表示 这 两 条 直线 不 是 与 轴 
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阜 直 的 。 设 疡 6 Lb Pi 一 (s，y). 今 将 工 看 成 Uo 内 ( 故 在 P,R 
内 ) 的 子 集 ， 即 将 (+，y) 与 [1，x, y] 认同 ， 由 于 PR 是 拓扑 空 
间 , 歼 可 取 极限 。 因 此 当 pi 沿 着 Li 走 到 无 穷 远 时 ， 


ep 
| 

一 地 是 直线 工 ,的 和 斜率， 所 以 在 成 RR 内 的 极限 只 依赖 工 ,的 儿 

率 . 因此 如 果 pre 工 而 py 一品， 则 加 在 RR 亦 收敛 于 0， 1， 

|. 故 Nz 1 二 | (在 BR 内). 


现在 剩 下 的 就 是 2 一 0 的 情况 .此 时 直线 在 无 穷 远 处 ,在 书 民 
的 坐标 即 为 [0，0，1]， 所 以 L。 即 为 所 有 R? 内 直线 在 无 穷 远 处 
的 极限 ， 亦 即 是 所 有 开 内 平行 直线 相交 点 所 成 之 集 . 以 上 就 给 
工 。 一 个 直观 的 解释 . 

回 到 PC 的 情况 ， 对 应 于 RR 内 的 直线 就 是 C* 内 的 超 平面 
a81 十 十 4n2n 十 6 0，ai、bEC, Vi, 而且 至 少 有 一 个 ai 半 
0. 将 用 内 平行 直线 的 定义 作 形 式 上 的 推广 ,就 得 定义 : ala 十 … 
十 aszw 十 0 一 0 与 ai 十 .…， 十 anzn 十 一 0 平行 ， 如 果 ai 一 
2 Vi. 《如 我 们 用 C* 内 的 典范 Hermitian 内 积 来 解释 这 定义 , 则 两 
超 平面 平行 全 > 它们 与 同一 个 复 1 维 子 空间 正 交 .) 上 面 BR 的 推 


论 自 然 使 我 们 猜测 ; 
〈#) PC 在 co 处 的 超 平面 PC 一 Uo 就 是 所 有 C* 内 平行 超 
平面 在 无 穷 远 处 相交 的 点 集 . 


猜测 (* ) 的 证 明 也 不 难 . 事实 上 用 前 面 对 PR 的 推论 就 可 将 (*) 
证 明了 。 为 了 简便 起 见 , 现 用 稍为 不 同 的 一 个 证 明 。， 命 互 为 超 平 
面 az 十 …' 十 4nzs 十 6 二 0 因为 我 们 将 U6 与 C” 认同 , 故 
H={[1, 6, Co]: at 二 十 ards 十 b= 0}。 
今 考虑 P,C 内 的 子 集 
- H* = {0s zo] ;boot qa :二 an = 0}, 


注意 H* 的 定义 是 合理 的 . 现 有 
HUo= {[z0), 20] : z0 < 0, pzo 二 az 十 … 十 oozi 一 0} 
一 21 ,, Zn|. 21 本 Zn = 
由 ， 3， 生 |: (=) 十 … 十 (2) +6=0) 
一 H, 
另 一 方面 
HN(P,C— Uo) = {0, 2 za] :aizl 十 … 十 arzn 
= 0]}. 
所 以 如 果 在 P,C 内 取 极 限 imp, 其 中 p€ 吾 , 且 |p| 一 %, 则 所 得 
的 极限 点 就 是 
{[0, zzn] : azl 十 … 十 anzn 一 0]。 
这 个 集 不 依赖 于 5。 故 若 到 是 另 一 个 与 电 平 行 的 超 平 面 , 则 后! 与 
H 在 % 的 交 就 是 这 个 集 . 同时 这 些 a,.…;4a。 是 任意 的 , 改 
P,C 一 Uo 就 是 所 有 这 样 的 交 的 并 集 。 即 (#* ) 得 证 。 故 PC 得 到 
一 个 直观 的 解释 . 
上 面 这 段 推 论 都 是 由 PB RR 的 例子 启发 的 。 这 就 是 我 们 上 面 . 
提 到 的 “从 小 宽大 ”的 意思 . 
请 注意 : 由 书 中 == 民 一 {0/~， 户 民 与 民 中 通过 原点 的 
所 有 直线 所 成 的 集 一 一 对 应 。 同 样 , 由 定义 PC 二 Co 一 {10]/ 
~， 亦 知 PC 是 与 C"t! 中 通过 原点 所 有 的 复 直线 所 成 的 集 一 一 
对 应 。 由 这 观点 , 一 个 自然 的 问题 就 是 是 否 存在 一 个 “同样 简单 
的 空间 , 使 它 与 C" (或 R") 内 通过 原点 的 复 ? 维 ( 或 实 ? 维 ) 于 空 
间 所 成 的 集 一 一 对 应 〔1 过 < 2)? 这 答案 是 肯定 的 ， 这 空间 就 
是 所 谓 Grassmannian Glp,n; C) 或 Gl(p，n; 民 )， 不 过 这 是 话 
题 以 外 了 . 
设 p(xo,…, zs) 是 PC 上 的 一 个 不 恒 等 于 0 的 mw 次 齐 次 多 
项 式 , 今 定 义 
V, 一 {[zo zcePC: plz0,°*°, 2») 一 0}， 
这 个 yy 称 为 ?所 定义 的 超 曲面 ， 因 为 [sw .…，so] 是 一 个 等 价 
类 , 必须 证 明 这 定义 合理 , 即 证 : 如 (zo，……，zs) ~ (20,**…*， 24) 
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和 p(zo,*…*，zs) 二 4， 则 蕴涵 闻 (sx0 xy) 一 0， 这 是 因为 由 
定义 ,有 1EC32 一 Az;，Vi 一 0,.…,， Ww。 故 
P20 *, 89) — plhzos***, Aen) 
= i"p(z0,.**, 2,) = 0. 
最 有 趣 的 情形 是 ”一 2， 即 PC 的 情形 ， 此 时 V, 就 称 为 (代数) 
平面 曲线 ,mw 就 称 为 人 ,的 阶 (degree). 

例如 二 zo03 一 下 十 zz1 十 2 则 Vp 就 是 一 个 三 阶 的 
平面 曲线 .这 就 是 PC 中 的 椭圆 曲线 的 一 个 例子 ， 这 一 类 曲线 
的 研究 在 代数 数论 中 鼎 一 个 重要 的 地 位 ,它们 的 性 质 亦 极 丰 富 ( 可 
参阅 下 面 第 二 章 $6 中 的 (X) 和 章 后 的 注 记 ), 

平面 曲线 的 研究 和 紧 黎 曼 面 的 理论 有 一 个 密切 的 关系 .在 十 
九 世纪 时 , 这 两 方面 是 分 不 开 的 , 那 时 的 “ 黎 曼 面 ?就 是 平面 曲线 ， 
我 们 要 等 到 $ 3 才 正 式 定义 黎 曼 面 , 所 以 在 这 里 不 能 作 一 个 严格 
的 讨论 。 但 乘 这 机 会 不 妨 大 概 的 说 一 说 , 如 读者 对 基本 的 实 流 形 
理论 有 一 点 训练 , 则 自然 可 以 领略 到 其 中 大 意 ， 在 概念 上 ,下 面 两 
个 定理 把 “ 紧 黎 曼 面 ? 和 “平面 曲线 ?之 间 的 关系 表达 得 很 清楚 . 

定理 1.1. 任何 紧 黎 曼 面 都 可 以 全 纯 刘 和 人 己 C, 且 其 像 集 是 一 
个 平面 曲线 . 

定理 1.2. 设 M* 为 BC 内 一 任意 的 平面 曲线 , 则 有 一 个 不 一 
定 连 通 的 紧 黎 曼 面 M 和 全 纯 映照 1 : M 一 PC 使 f{(M) 一 MY*， 
而 且 有 一 个 有 限 点 集 4CM 使 fj(M 一 4) 是 一 个 全 纯 幅 入 . 

在 定理 1.1 中 的 结论 只 能 是 浸 人 而 不 是 嵌 人 .例如 当 紧 黎 曼 
面 之 亏 格 等 于 2 时 ， 则 不 可 能 峰 入 PC， 这 书 中 不 会 证 明定 理 
1.1, 但 在 第 五 章 $ 21, 我 们 将 给 定理 1.2 的 证 明 概 要 .至 于 高 维 的 

影 空间 与 黎 曼 面 的 关系 , 则 可 由 下 列 定理 看 到 |; 

定理 1.3， 任 何 紧 黎 曼 面 可 以 全 纯 幅 和 人 PC. 

在 第 五 章 的 $ 21 我 们 将 证 明 一 个 较 弱 的 定理 (嵌入 P;C 而 
不 是 PC)， 另 一 个 媒人 定理 刘 会 在 $18 中 找到 . 

这 得 短 的 非 正 式 的 讨论 ,希望 能 给 读者 一 个 部 分 的 鸟 及 ,至 少 
希望 读 者 能 深信 PuC 在 概念 上 ,对 黎 曼 面 理论 是 很 重要 的 ， 
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$2 形式 微分 


这 一 节 主 要 介绍 尽 : 上 的 形式 微分 。 今 后 假设 所 有 的 函数 ( 除 
特别 说 明 外 ) 都 是 C“ 的 . 
在 Ri 上 已 有 实 坐 标 x、y, 今 定义 * 一 * 十 V 一 1y。 并 引进 


双 - 二 (入 + 鸭 ) 
dz 一 dx 十 V 一 Tay， 
上 一 dz 一 V 一 1d. 
引进 了 上 面 的 记号 之 后 ,如 f 是 在 让 上 定义 的 C" 复 值 函数 ， 
1 一 4 十 V 一 1v (这 里 nv 是 尼 上 的 C" 实 函数 ), 则 有 : 


Ou Ov 
df es Ox Oy 
dz Ou or 

6y Ox 


后 面 的 这 两 个 等 式 就 是 众所周知 的 Cauchy-Riemann 方程 ， 因 此 
人 一 0, 就 是 是 全 纯 函 数 的 充 要 条 件 . 

在 RR 上 , dx, dy 是 T(R') (R? 的 切 从 ) 的 向 量 场 三 -， 总 的 
对 偶 , 因 此 有 


现在 我 们 将 和 襄 所 生成 的 空间 (在 实数 域 尽 上 ), 用 复 化 进行 
扩充 ， 亦 即将 其 扩充 为 复数 域 上 的 线性 空间 。 同样 的 过 程 对 dx， 


lie。 


dy 所 生成 的 空间 进行 . 这 样 二， 二 2 了 就 在 -， -全 的 复线 性 
组 合 所 成 的 空间 中 ,同样 dz d3 水 在 dx, dy 《的 复线 性 组 全 所 
的 空间 中 ， 现 在 扩充 dx、 dy 运算 使 在 -二 ， 二 上 是 复线 性 的 ， 
x y 
亦 即 对 任意 的 a, 2 Cyt € C， 
A dN a 
(adx + bdy) kt 和 + 亏 ) acd (EE)+ bedy (< 


则 有 
e 人 -的 -5 
4( 鸭 -e( 的 -。 


同样 ,可 以 用 复线 性 扩充 的 办 法 ,使 外 微分 运算 在 复 域 C 上 进 
行 。 无 疑 有 


一 】 
jy dz 人 dz5。 


在 Rr 上 的 复 值 外 微分 形式 只 有 1 次 形式 与 2 次 形式 ， 复 值 
1 次 形式 就 是 形 为 pzz + gds 的 形式 , 其 中 p 和 4 是 Re 上 的 C” 
复 值 函数 ， 当 4 一 0, 就 称 其 为 (1，0) 型 1 次 形式 ; p 一 0, 就 称 
其 为 (0，1) 型 1 次 形式 ，R* 上 的 复 值 2 次 形式 只 有 pdz 人 dz, ? 
是 R' 上 的 C" 复 信 艺 数 ,我 们 称 pdz 人 ds 为 (1，1) 型 形式 . 

此 外 ,外 微分 运算 也 可 以 扩充 为 对 C 线性 的 。 即 对 任 一 R 
上 的 复 信函 数 / ,及 任 一 复数 <e C, 有 4 (ch 一 adf. 

今 引 进 记号 


Oo= dz -4 
dz 


则 有 如 下 等 式 : 
《1) 若 f : R' 一 C 是 复 值 可 微分 肖 数 , 则 
af -人 a 十 a = Of + 5f, 


(2) 车 w= 二 pdz -+ qdzs， 则 
dw 一 5 人 dz 十 87 人 dz5。 
我 们 再 定义 : 
Owu= 0gqAMdi, Ow = Hphdz. 
因此 可 立 得 : 
do = Ow + Ow. 
由 (1) 与 (2) 得 恒等式 : 
d= + 0. 
(3) 将 有 天 看 成 C 时 , 复 值 函 数 f 是 全 纯 的 充 要 条 件 为 6/ = 


(4)0'=5=0, 60= —06, 
现 设 
pp: R— R:(C) 
是 一 个 C” 了 映照， 
yp :x,y (u,v). 
命 z 一 x+ 十 iy; 一 & 十 i 今 扩 充 gp* 为 对 忆 线 性 的 , 则 有 
prdw = Op + 6q, 
如 果 把 9 的 值 域 空 间 与 C: 认同 ,此 时 dw ~ 6w。 因 此 
p*Ow =™" Og + dp. 
一 般 来 说 ，6q 不 为 0%， 因此 外 形式 的 型 在 o ”的 作用 下 是 不 能 保 
持 的 。 只 有 将 9 从 C” 改 成 是 全 纯 的 ， 才 能 使 形式 的 型 在 P 作 用 
下 得 以 保持 ， 
下 面 开始 ,我 们 限于 讲 复 的 且 全 纯 的 。 
引 理 2.1. 如 f:U 一 C 是 全 纯 映照 ,这 里 口 为 C 中 的 开 集 ， 
则 有 
f°0 = 0f*, Of* = f°6, 


并 且 产 是 保 型 的 , 即 若 w 是 (p,q) 型 (p、4 在 0.1 中 取 值 ) 形 式 ， 
则 Frw 仍 是 (p, 4) 型 形式 . 

这 个 引 理 的 证 明 是 累 装 但 显然 的 ， 另 外 我 们 还 有 如 下 的 等 
式 : 着 将 广 ， 2* 扩充 为 对 CC 线性 的 , 则 

(gof)* 一 frog*. 

这 等 式 实 际 上 就 是 复合 函数 求 微 商 的 公式 ， 

从 上 面 的 定义 知道 , 5 与 6 是 共 杠 的 , 即 8 一 5, 亦 即 对 任意 
的 jf， 有 5/ 一 好 .因此 5 与 8 中 只 要 研究 其 中 之 一 就 可 以 了 ,我 
们 主要 研究 5。 现 引进 记号 

6: 4A ~> A!, 
.其 中 4 表示 所 有 C” 函数 所 成 的 复 域 C 上 的 线性 空间 ，4: 表示 
所 有 Cc” 的 1 形式 所 戌 的 复 域 C 上 的 线性 空间 .5 是 一 个 线性 算 子 ， 
5 的 核 Ker(5) 一 全 纯 函 数 的 全 体 ， 这 就 是 5 特别 重要 的 原因 . 
同样 ， 
d=0+65: 4 如 -> 41, 

亦 是 4' 到 4! 的 线性 算 子 ,但 Ker(4) 一 常 值 函 数 的 全 体 ， 而 常 
值 函数 是 没有 什么 研究 兴趣 的 ， 这 就 是 在 黎 曼 面 上 主要 不 研究 < 
的 原因 ， 

“5” 的 重要 性 , 可 以 作 更 深 一 层 的 解释 . 在 阴 数 论 中 一 个 重 
要 的 问题 是 如 何 构 作 全 纯 函 数 . 例如 古典 的 Weierstrass 定理 , 主 
要 就 是 说 在 C 上 可 构 作 一 个 全 纯 函 数 ， 使 其 零点 为 一 任意 点 列 . 
这 里 Weierstrass 用 无 穷 乘 积 来 构 作 这 一 全 纯 函 数 。 Wecierstrass 的 
观点 一 般 是 单纯 以 罕 级 数 的 办 法 来 构 作 全 纯 函 数 ， 在 某 些 情 况 下 
(特别 在 一 般 的 复 流 形 上 ) 这 个 观点 是 不 能 充分 解决 上 述 难题 的 . 
用 近代 的 术语 ，Riemann 的 观点 就 是 把 全 纯 函 数 看 成 满足 6f=0 
的 C” 函数 ， 就 是 说 ， 要 利用 实 变数 的 知识 来 推进 全 纯 函 数 的 研 
究 ， 近 代 偏 微分 方程 方面 的 工作 (特别 是 C. B. Morrey, 本 本 Kohn， 
L. Harmander) 把 这 个 观点 变 成 一 个 强 有 力 的 工具 ， 例 如 说 , 设 在 
C 上 的 任 一 个 (0, 1) 型 形式 wm, 6/ 一 w 均 有 和解 1, 且 {能 满足 “ 某 
些 自 然 条件 >, 则 可 构 作 全 纯 函 数 如 下 : 在 C 上 取 一 C" 函数 g, 命 
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wm 一 Bg. 设 1 为 6f =w 的 解 , 则 有 5(f 一 g) 一 太一 Bg 一 0 一 
wo 一 0， 即 /一 * 为 全 纯 通 数 ， 同 时 , f 着 满足 “ 某 些 自然 条 件 ”， 
则 可 保证 f < g。 所 以 f 一 g 为 一 非 恒 等 于 零 的 全 纯 函 数 ， 如 我 
们 小 心 挑选 g， 则 (f 一 g) 会 有 很 好 的 性 质 ， 上 述 的 Weierstrass 定 
理 , 是 可 用 这 办 法 证 明 的 。 同 理 , 单 复 变 函 数论 的 另 一 主要 定理 ， 
Mittag-Leffler 定理 ,也 可 用 这 种 想法 来 证 明 。 这 个 证 明 在 $9, $10 
中 可 找到 (特别 是 系 10.3). 

现在 重 温 一 下 微分 形式 理论 的 最 基本 定理 . 

Poincare 引 理 . (在 RR 上 ) 任 何 形式 w, dw = 一 0 所 > 存在 f， 
使 o 一 df. 

证 ， 当 w 是 函数 时 ,这 个 引 理 没有 意义 ,因此 只 要 对 % 是 1 形 
式 或 2 形式 来 证 明 ， 今 先 假定 中 是 实 形式 . 

先 设 w@ 为 2 形式 ,o 一 F(x,y)dxAdy (在 本 上 任何 2 形式 
都 是 闭 的 )， 今 定义 

hz, 力 一 PC， pds, 

又 命 一 jo(x;y)dy, 则 af 一 oo 

当 w 为 1 形式 时 ，w = pdx 十 gdy。do 一 0 即 为 

Op ,04 
Oy Bx 

全 fx) = ps ot jg Dd, df = o. 

如 为 复 形式 , 命 o 一 oo 十 一 1w2, 其 中 wl 和 ?为 实 形 
式 。 do = 0 do + VM—1 do = 0<> do ~ dos = (0. 出 
上 得 知 om = dh v2 一 dh, 因此 wo 一 dh ++V~11).] 

在 这 个 证 明 中 , f 的 定义 ,可 以 解释 如 下 : 如 df = w, 则 
af gy 十 2g, == pdx + gqdy, 

0y 


Ox 
所 以 df 一 wo 之 充 要 条 件 为 : 
* fs , af - 
( ) Ox p> Oy d。 


因 2 一 p， 则 自然 先 试 定义 


f(r, y) 一 fa， 77dz。 


用 此 定义 和 入 候 ， 则 得 坟 一 gz, 幻 一 4(0, 力 。 因 而 改 
f 的 定义 为 

fc 人 一 人 po 二 十 | a0, Da 
则 可 立 得 (*# ) 式 . 


$3 黎 曼 曲面 和 例子 


定义 3.1，，* 维 复 流 形 是 一 个 连通 、7,、 仿 紧 的 拓扑 空间 M ， 
而 且 W 具有 坐标 覆 关 {i，@}， 并 适合 : 

(1) 每 个 U0; 是 M 内 的 开 集 , 且 UUi 一 M; 

(2) Di:U>C, HD,: Ui—> BU,) 是 同 胚 , 而 且 
9@,(U;) 是 C" 内 的 开 集 . 

(G3) 对 Vi,j， 

Pio! : BAUNUI) = BAUNU)) 
是 全 纯 的 . 

上 述 定义 中 之 UV; 称 为 坐标 邻 域 , 9 称 为 坐标 映照 

定义 3.2. 1 从 复 济 处 为 区 二 或 可 

在 本 书 中 ,普通 只 用 到 1 维 与 2 维 复 流 形 ， 偶然 才 涉及 到 更 高 
维 的 复 流 形 . 

下 面 图 3.1 是 流 形 ( 系 曼 面 ) 定 义 的 图 示 . 

定义 3.3，1 :M 一 C 是 全 纯 函 数 ， 如 果 对 每 个 i，jo@r! 是 
(Vi) 一 C 的 全 纯 函 数 . 

这 定义 是 很 自然 的 ， 而 且 由 此 可 以 了 解 定义 3.1 内 条 件 (3). 
即 设 f : M 一 人 为 全 纯 函数 , 则 给 出 任意 i 和 j, jg 和 大 0 都 
是 全 纯 的 ， 但 fo@B7t 一 (Jo 站 )o《@je@7Y)， 所 以 只 有 Bjo@7! 是 
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BO OU) 
图 3.1 


2(wno) 


全 纯 的 , 才能 使 定义 3.3 不 发 生 自 相 矛盾 . 
定义 3.4, UCC", 是 C" 中 的 开 集 , 1 :U 一 人 是 全 纯 的 ,如 果 
/zi……， ze) 是 C” 的 , 而 且 固 定 任何 ”一 工 个 变数 时 , 了 是 另 一 
个 变数 的 全 纯 函 数 . 
现在 有 ff 一 (ffm) :0U >V, UCC*, VCC”, 分 别 都 
是 C* 与 Cm 中 的 开 集 , 如 果 所 ,……, fm 都 是 全 纯 的, 则 称 f 为 全 纯 
映照 ， 
定义 3.5， 设 M 和 NN 是 两 个 复 流 形 , {(D 8;)} 与 {CV;, @;)} 
分 别 是 M 入 的 坐标 覆盖 ，f : M 一 入 是 一 个 映照 ， 如 果 对 任 者 
的 ?7， 
TiofoDr! : BAU — PV;) 
是 全 纯 映 照 , 那 未 就 称 f : M ~> 是 全 纯 映照 ， 
一 个 单 变数 的 全 纯 函 数 , 如 将 其 看 成 是 f : C 一 C 的 一 个 全 
纯 映 照 , 则 可 以 用 所 有 的 几何 工具 来 研究 全 纯 阔 数 . 
引 理 3.6， 复 流 形 皆 是 可 定向 的 . 
(一 个 实 4 维 流 形 M 称 为 可 定向 的 ,如 果 存在 MM 的 一 个 坐标 覆 
盖 {(U,，2,)}( 实 流 形 的 坐标 覆盖 的 定义 与 前 面 给 的 复 流 形 的 坐 
标 覆 盖 的 定义 类 似 ) ,使 
Jacobian (@,°07!) > 0 
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对 任意 的 六 7 成 立 .) 

引 理 3.6 的 证 明 .。 我 们 仅 对 黎 受 面 来 证 ， 一 般 复 流 形 的 证 明 
是 类 似 的 ,只 是 表示 式 较为 复杂 些 而 已 ， 

今 在 B07) 内 , 设 z 二 x 十 iy, 在 (Dj) 内 设 w 一 w 十 记 . 


， _ 0(z, adw|’ 
Jacobian (Do0; ") = 2 = A > 0， 


其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 由 于 Cauchy-Riemann 方程 ， 因 为 gag 
是 gjogr: 之 着 ,因此 园 > 0.] 


如 读者 不 熟悉 实 流 形 可 定向 的 概念 , 则 上 述 定义 可 能 较 抽 象 . 
一 个 直观 的 解释 可 由 如 下 想法 得 出 : 设 1 为 局内 的 一 个 曲面 (2 
维 实 流 形 ), 则 M 可 定向 的 充 要 条 件 为 M 具有 一 可 微分 的 单位 法 
线 . 这 个 断言 的 证 明 是 不 难 的 . 
设 M 为 复 流 形 , pe M ,(U ,加 ) 为 ?的 坐标 邻 域 , :UU 一". 
一 般 来 说 ,我 们 把 口 和 C" 内 的 开 集 8(UV) 认同 ,也 把 p 和 BCp) 认 
同 。 所 以 如 果 {za4,…, zs} 是 C" 上 的 坐标 陋 数 ， 则 {z,} 就 变 成 
U 上 的 函数 ， 称 {1} 为 U 上 的 坐标 函数 . 
下 面 列举 黎 曼 面 的 例子 ， 
例 1. PC 是 一 复 流 形 . 
首先 复习 对 PC 引入 的 自然 拓扑 . 设 自然 映照 =: C 一 
{0} 一 已 C, r(zo 21, 22) 三 [zo sl 22]， PC 的 开 集 为 {x(U):U 
是 一 {0} 的 开 集 }， 其 次 ,定义 坐标 覆盖 {0;, 9;} 如 下 : 
Do 一 {[zo, zx 22] : zo < 0}; 
Ui= {[z0, 1, 272] : z1 < 0}; 
U,= {[z0, #1, #2] : 22 < 0}. 
坐标 上 映照 为 
Do: Uo—> CC, Bol[z0, zi， 22]) — (zi/z0, z2/20); 
Di UC, Plz0, zi, zz]) = (zo/81, 2/21)s 
9 : Us > CC, Bl [zo0, zl 22]) = (z0/22, #1/22). 
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显然 ， pC= UoU UUD,, UCi 一 0， 1 ， 2) 是 PC 中 的 开 集 ,而 
@;: Uj; 一 CC! 是 一 一 对 应 ， 且 是 一 同 肽 。 此 外 不 难 验证 ， 所 有 的 
Bio871: Cr xXC 一 CrxC( 或 CxCr 一 Cx C*) 为 全 纯 映 
照 (这 里 C* = 三 C 一 {0}, 下 同 ). 例如 , 对 (z, w)éEC*xC, 
DooPni(z, wv) = Bo([z, 1, w]) = (1/z, w/zs) 便 是 全 纯 上 映照 . 

习题 . 证 明 是 全 纯 映 照 . 

习题 . 同 理 证 明 P,C 是 一 个 = 维 复 流 形 . 

定义 3.7。 两 复 流 形 M 与 Y 称 为 同 构 , 如 果 存 在 全 纯 喘 照 p : 
M—>N,J:N—>M, 使 po 由 一 加 ,gog 二 iw, 其 中 加 和 加 均 

习题 . 设 M 和 为 黎 曼 面 , 则 1: M 一 V 为 双全 纯 映 照 所 >/ 
为 一 个 一 一 ( 单 的 ) 且 满 的 全 纯 映 照 . 

习题 . 设 M 和 NN 为 紧 葡 曼 面 , 则 f : M 一 N 为 双全 纯 映 照 专 > 
存在 有 限 集 4 和 B, 使 4CM, BCN, 且 ff:M—A—>N—8B 
为 双全 纯 映 照 . 

例 2. C 和 CC 内 的 单位 贺 人 = {xz:|z| 二 1}, 在 通常 意义 下 
均 是 复 流 形 。 作 为 拓扑 空间 ,C 与 公 同 胚 ， 但 作为 复 流 形 时 ,C 与 
公 不 同 构 ， 因 为 任意 C 一 A 的 全 纯 函 数 即 C 上 有 界 全 纯 函 数 ， 
故 恒 等 于 常数 . 

例 3， 黎 曼 球面 S， 这 里 我 们 定义 S 一 CU{co}。 S 是 复 流 
形 ,其 坐标 覆盖 {(Ui;, @;)} (i 一 0, 1) 定义 如 下 ;: 

UC= C， 

Ul 一 S 一 {0}; 

Bo: Uo—>C, Plz) 一 z， 

BD :Ur—>C, D(z) 一 下 xs 9， 

”2 一 oo。 
在 S 的 自然 拓扑 下 ，%@。 和 9 均 是 全 纯 映 照 ,并 且 
BoPT': Cr -> C*, DooDi! = 1/z， 
显然 是 全 纯 映照 ， 因 而 人 5 是 1 维 复 流 形 , 
现 考虑 单位 球面 一 {C(x,y, 2) EB: 二 十 一 11} 
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5 也 是 复 流 形 ; {U,, $,} (i 二 0, 1) 可 如 下 定义 ， 

设 入 一 (0,0, 1) (北极 ), 5 一 《0, 0, 一 1) (南极 )。 
Uo= 3—{S}, Do: Uo—>C; 
Ui=23—{N}, B:U—C. 

其 中 @ 为 从 NN 到 xy 平面 的 球 极 投影 (图 3.2)， 
Pilpi, pz Pp;) 一 Ph + 2, 


ps 
@6 为 从 5S 到 zy 平面 的 球 极 投影 后 取 共 恩 ， 


图 3.2 


Bolpis Pzs P3) 一 = 
我 们 有 
goo01 :Cr 一 Cr，0oo0il(z) 一 1/z。 
因此 ,2 是 复 流 形 . 
习题 ，Z 与 5 同 构 , 
最 后 , PLC 按 下 面 定义 的 {Ui, 87} (i 一 0, 1) 也 是 1 维 复 流 
形 . 
Uo = {[z0, 21] : zo * 0}, 
太一 {[zo 21] : 21 < 0}; 
Do : Uo—> C, BolT[z0, 21]) 一 >/zo， 
Di: >C, Bzo, 211) 一 zo/ zi 
同样 ， 


Goo0il :Cr 一 Cr+，goo0il(z) 一 1/x 

是 全 纯 映照 . 

习题 ，P.C 与 5 同 构 ， 

附注 .根据 后 面 证 明 的 Riemann-Roch 定理 可 以 推出 ,所 有 与 
3 同 胚 的 黎 曼 面 必 与 $ 同 构 〈 见 下 面 $ 6)。 这 是 球面 8 独 有 的 性 
质 ， 下面 的 例子 表明 , 环 面 将 不 具有 这 种 性 质 。 

例 4， 环 面 C/A. 

设 w; ws€ C, 且 实 线性 无 关 (wi 关 0, w/w RR)， A 为 m1， 
oz 生成 的 C 的 离散 子 群 : 

A= {mo tt no: ms n€ ZL} = (wo, wi)), 

《其 中 乙 为 整数 环 )，A 在 C 上 是 m 和 oz 为 边 的 平行 四 边 形 网 的 
格 点 (图 33)。 4 称 为 格 . 


现 证 商 群 C/4 是 黎 曼 面 . 

设 自然 映照 x : C 一 C/A. C/4 可 看 作 C 的 子 集 

{fro 十 sro:0 委 rr 一 1,0 委 一 1; +, sR)}, 
称 它 为 A 的 基本 域 . 

对 于 YPE C/h, 的 邻 域 U, 是 指 U, 在 C 内 是 P 的 邻 域 且 
其 内 任 两 点 不 (mod 4) 同 余 者 . 命 go : 0。 一 CC 为 恒 等 映照 ， 则 
显然 {(U,，@,) : PEe C/A} 为 C/4 的 坐标 覆盖 。 因 此 C/A 是 
黎 曼 面 ; 且 x : C -> C/A 是 全 纯 映 照 ， 因 为 它 在 坐标 邻 域 上 为 全 
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等 史 照 ， 

习题 . 如 果 4 和 处 是 任何 两 个 格 , 则 C/4 与 C/4 微分 同 构 ， 
即 存 在 C~“ 有 映照 f: C/A 一 C/A 与 g:C/hA 一 C/Ah, 使 fog = 
idc/a’, g°f 一 icm， 

我 们 将 于 下 面 看 到 ,不 同 格 的 环 面 不 一 定 同 构 ， 

现 设 C/4 与 C/A 同 构 ,我 们 下 面 讨论 其 同 构 的 条 件 . 

根据 定义 ，x : C 一 C/A 使 C 成 为 C/4 的 万 有 覆盖 曲面 ; 
xz;C->C/A 使 C 成 为 C/W 的 万 有 覆盖 曲面 。 设 1 : C/4 一 
C/4 为 双全 纯 映照 。 利 用 同 伦 提升 , 则 存在 全 纯 有 映照 : C 一 (C， 
使 得 x oF == jox, 图 示 如 下 : 


C_ >C_ SsC 
NX 


C/A C/A CA. 


其 中 G 是 对 广 ! 作 同样 讨论 得 到 者 ， 因 f'of = 一 idc 故 GoF 一 
idc， 由 此 推出 , F : CC 是 双全 纯 映 照 . 

引 理 3.8， 如 果 FF : C 一 C 双全 纯 ， 则 F(z) 一 az 十 6(2、 
béO). 


证 ，F 在 C 内 用 等级 数 表示 ，F (x) 一 >》) asz"， 该 级 数 不 


能 具 无 穷 多 项 ,否则 oo 是 FF 的 本 性 奇 点 。 这 时 , 按 Weierstrass 定 
理 , 对 于 任 一 zo&€ C, 任 给 充分 小 的 数 s > 0, 在 oo 的 邻 域内 ,总 存 
在 点 使 |F(z1) 一 F(z0)| 二 8。 因 而 F 在 x 的 邻 域内 不 一 一 对 
应 ， 故 F(z) 只 能 是 NN 次 多 项 式 . 车 N > 1， 则 按 代数 方程 基本 
定理 , P : C 一 C 为 N :1 对 应 ,此 与 假设 矛盾 . 因此 N 一 1.] 

不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 6 一 0, F(x) 一 az。 因 若 R(0) 一 
xs0, 命 了 :IC 一 CC，7T(w) 一 zw 一 F(0)， 则 <T-: CC 一 
C/4' 也 是 万 有 覆盖 , ToF : C 一 C 为 双全 纯 上 映照 , 且 话 导 相 同 的 
双全 纯 映照 } : C/4 一 C/A， 图 示 如 下 
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Cc- 一 C 一 C 
x ~ ror- 
C/A—>C/f 
因此 , 取 YoF 代替 FF, 则 可 假定 F(0) 一 0, F(x) 一 zz， 
若 注 意 到 FF 保持 同 余 类 不 变 ,我 们 便 有 
F(ol) = a = ow1 + po, 
F(w;) 一 ac 一 yol 十 5o)， (3.1) 
其 中 a, 8,Y, 56Z 我 们 把 (3.1) 简写 成 


ro] -oe -boll = 4 
46 GL(2, Z ) ( 即 每 一 元 都 是 整数 的 2 x 2 方 阵 的 群 )。 
同 至 ,考虑 了 -时 ,可 得 Be GL(2, Z), 使 得 


加- 四 
因而 有 


-ee 
-| 


因为 o; 与 0; 实 线性 无 关 , 4B 一 1 (单位 方 阵 )、 因 此 det (4) ， 
det(B) 一 1， 由 于 4 和 8B 均 整 数 算 阵 , 故 det(4) 一 土 1。 
今 设 z 一 m/w;, 则 由 (3.1) 我 们 有 


r 一 co 十 bo， a6 一 py 一 士 1， (3.2) 
Two! 十 $0 


再 设 一 ol/oi,， 则 有 
rt up 一 pr 一 土 L. (3.3) 
根据 上 面 推理 过 程 ，(3.3) 式 是 C/A 与 C/4' 同 构 的 必要 条 件 ， 


但 这 过 程 反 推 过 去 结论 反 过 来 亦 成 立 。 因 此 ，(3.3) 式 是 C/4 与 
C/4 同 构 的 充分 必要 条 件 ， 
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现在 我 们 利用 同 构 关系 式 (3.3) 简化 4 一 ((oi，eoz))。 设 
ho 一 ((1, eo/ 002)) 《或 一 《(1， w2/ 601))), 根据 (3.3) 式 ， C/A 与 
C/ 轴 同 构 . clay o; 与 w/o 为 两 个 复数 ， 其 中 必 有 一 个 虚 部 为 正 
者 . 因而 在 同 构 意 义 下 ， 我 们 只 需 考虑 格 4 一 (人 (1，zr))， 其 中 
Im(z) > 0 者， 

这 样 一 来 ,由 于 Im(r) > 0 及 Imtr') > 0, 根据 (3.3) 我 们 立 
可 算得 ; 

Im(r) 一 me). 
从 而 推出 a6 一 py 一 1. 

总 之 ,我 们 有 下 列 定理 ， 

定理 3.9。 任何 环 面 C/4 均 同 构 于 某 一 C/ho， 其 中 二 
((1, r)), 3Im(7) >>0. 着 4=((1, 7)),， 4 = ((1, 7)), 则 
环 面 C/4 与 C/4' 同 构 的 充分 必要 条 件 为 

r= 和 a — pr—1, (3:4) 
其 中 ,6,7 和 65€ 2. 

由 定理 3.9 可 看 出 ,对 于 任意 +, 适合 (3.4) 的 只 有 可 数 多 个 . 
因此 如 固定 环 面 C/4， 则 只 有 可 数 多 个 格 A 使 得 C/4 与 C/4 
同 构 ， 今 用 另 一 方法 来 表达 同一 事实 ， 在 所 有 环 面 {C/A} 中 引 
进 一 个 等 价 关系 ~, 使 得 C/A ~ C/4 < 人 > C/A 与 C/ 各 同 构 ,由 
~ 所 诱导 的 所 有 等 价 类 命 为 .ari, 即 .eri 内 的 每 一 元 都 是 互相 同 
构 的 环 面 ， 据 定理 3.9, 如 A= ((1,7)), 4 一 (C1, 5)), 则 CY 
4 与 C/4 属于 .eri 内 的 同一 元 <> (3.4) 成 立 . 因此 上 面 的 注 
记 是 等 于 说 .er 是 一 无 限 集 ， 

我 们 可 以 将 .er 描述 得 更 清楚 一 点 。 命 互 为 C 的 上 半 平 面 ， 
即日 =.{z EC :Im(z) > 0}. 由 (3.4) 所 定义 的 变换 

r 一 了 一 开赴 人 ， 办 一 py 一 1， 
7T 十 9 
将 晤 映照 为 自身 。 这 种 变换 构成 一 个 群 ， 称 为 模 群 51 (2, Z) 
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(modular group)。 现 定义 模 群 的 基本 域 了 为 互 的 任 一 满足 如 下 两 
条 件 的 子 集 ; (i) 如 +e, 则 f+ 同 余 mod51(2, Z) 于 re D( 即 
存在 a, 8。 Ys, 5€ Z 使 (3.4) 成 立 ), (ii) DD 内 任何 两 点 均 不 同 余 
mod51 (2， 乙 )。 由 一 些 初 步 计算 ,可 得 51 (2, 书 ) 的 一 个 基本 域 
如 图 3.4。 其 中 虚线 表示 该 边界 不 包括 在 内 。 


图 3.4 


由 定理 3.9 及 .ex 和 万 之 定义 , 可 知 .er 与 D 成 一 一 对 应 。 即 是 
说 ，D 上 每 点 代表 一 个 环 面 C/A， 而 每 一 环 面 亦 对 应 于 D 上 的 
一 点 ， 而 且 D 上 不 同 的 点 代表 互 不 同 构 的 环 面 。D 称 为 环 面 的 模 
空间 (moduli space )。 

由 所 谓 单 值 化 定理 或 Abel-Jacobi 定理 , 可 证 任何 与 环 面 同 胚 
的 黎 曼 面 都 与 某 一 个 C/4 同 构 、 故 又 称 DD 为 弓 格 数 等 于 1 的 模 
空间 。 
例 5， 设 M 为 2 维 复 流 形 ，9 : M 一 C 为 全 纯 函 数 ，7。 到 
{zEM : p(x) 一 0}， 如 果 在 F 上 de 永 不 等 于 零 ， 则 根据 隐 消 
数 定理 , V。 是 黎 曼 面 . 

习题 ， 证 明 这 断言 . 

习题 . 设 M 一 PC,p 一 站 十 几 一 中 这 里 ?虽然 不 是 PC 
上 的 函数 ， 但 中 的 零点 在 PC 上 是 确定 的 ， 证明 7 了。 是 一 个 与 环 
面 同 曙 的 黎 曼 面 ， 


$4 亚 纯 函数 与 亚 纯 微 分 


先 定义 黎 渗 面 上 的 亚 纯 函 数 . 

设 M 为 黎 曼 面 ,0 为 M 内 任 一 开 集 .5 :0 一 CC 为 全 纯 映 照 ， 
目 5: D -5(0) 双全 纯 ， 则 如 也 可 作为 坐标 邻 域 ，? 作为 坐标 区 
数 。 我 们 可 以 把 (DV, 56) 加 进 M 的 原来 坐标 覆盖 {U;, 8B,} 中 去 . 
这 样 有 时 很 方便 ， 一 般 来 说 ,我 们 可 以 把 U 看 作 C 的 开 集 5(U)， 
而 把 M 的 局 部 研究 当 作 C 的 局 部 研究 . 

下 面 若 无 特别 指明 , M 和 NN 均 表 示 笋 曼 面 .关于 全 纯 上 映照 的 
定义 ,可 以 号 成 下 列 引 理 ， 

引 理 4.1. 设 1: M 一 NN 为 一 映照 ，f : 全 纯 < 拓 > 对 于 任何 点 
pe M , 存在 坐标 邻 域 品 ,使 pe 0, 并 有 坐标 函数 ; 及 对 于 fp)， 
存在 坐标 令 域 WW, 使 1(p) € 丈 。 并 有 坐标 函数 9; 使 得 mofo5™! 为 
5U) 上 全 纯 函 数 ， 

以 后 或 简单 地 说 , gof 为 局 上 全 纯 函 数 . 

现在 我 们 列举 全 纯 有 映照 的 一 些 基本 性 质 . 

1) 1: M 一 为 全 纯 映 照 <>f 为 全 纯 函 数 . 

2) 如 果 M 是 紧 的 , 则 所 有 全 纯 函 数 1: M 一 C 是 常数 函数 ， 

因为 M 是 紧 的 , f 的 模 在 M 上 达到 最 大 值 , 按 全 纯 项 数 的 极 大 
模 原 理 , f 必 是 常数 . 

3) 引 理 4.2. 设 1: M 一 S( 黎 曼 球 面 ) 为 任 一 映照 , t 是 全 
纯 映 照 <> 对 任 一 点 PE M , 及 任意 的 坐标 令 域 0, 使 PE《U,fIU 
是 亚 纯 通 数 ， 

证 .首先 设 1 : M 一 3 为 全 纯 上 映照， 设 (7 , *) 为 坐标 邻 域 . 
对 于 任何 点 peD, 当 帮 p) < 0 时 , 则 在 ?附近 是 全 纯 隙 数 , 当 
1(p) 一 oo 时 ,在 3 上 取 坐 标 函 数 1 :5 一 {0} 一 C， 

. l/lw wo0, 
ICw) 一 | 0 wo, 


无 妨 设 KUD)C3 一 {0}， 这 时 根据 引 理 4.1，7wof 是 全 纯 函 数 ， 因 
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此 f= 1/wof 是 口内 亚 纯 函 数 . 

反 过 来 , 若 Yp€ M ,VY(U,z),3p&DU,fID 亚 纯 , 则 1 :M 一 
5 为 全 纯 上 映照 ， 事 实 上 , 当 f(p) 关 co 时 , 则 在 ?附近 了 是 全 纯 函 
数 。 当 fp) 一 oo 时 ,在 3 一 {0} 上 取 如 上 的 坐标 函数 5, 在 UU 上 
坐标 注 数 可 取得 使 z(p) 一 0。 这 时 在 点 2 附近 fiU 具有 展开 式 


f(z) -和 十 全 全 十 -十 ao 十 as 十 … 


其 中 a-。 x* 0. 因 而 ,我 们 有 f(z) 一 g(x) /a", 其 中 g(z) 在 p 附 
近 全 纯 , 由 于 g(p) 一 a-。 < 0 从 而 可 设 处 处 不 等 于 0. 因此 在 ? 
附近 wef 一 1/f 是 全 纯 函 数 ， 总 之 , 按 引 理 4.1，j : M 一 NN 为 全 
纯 有 喘 照 ,] 

根据 引 理 4.2, 我 们 可 粗略 把 M 上 亚 纯 的 函数 看 作 M 一 3 的 
全 纯 映 照 ， 这 样 ,有 时 处 理 一 些 间 是 较为 方便 ， 因 此 引进 : 

定义 43. 如 果 f : M 一 5 为 全 纯 映 照 , 且 f 竺 oo, 则 f 称 为 
M 上 的 亚 纯 钞 数 . 

当 M 一 C 时 , 此 定义 与 通常 亚 纯 函数 定义 一 到 

4) 对 于 紧 黎 曼 面 M 上 的 亚 纯 函 数 f, 下 列 各 集 均 为 有 限 集 : 

{f 的 零点 }，{f 的 极点 }。 {f 的 极点 }. 

因为 这 些 点 集 是 由 孤立 点 组 成 的 闭 集 ,而 M 又 是 紧 的 ,因此 均 
为 有 限 集 . 

5) 定义 44. 1 : M 一 NN 称 为 分 歧 覆 善 ， 如 果 对 任 一 点 
pe M ,存在 ?的 邻 域 U, 使 得 1 : 0 一 fp} 一 人 U) 一 {1(p)} 是 一 
个 具有 有 限 叶 数 的 覆盖 . 

例如 ， 对 于 单位 园 A 一 {lz| <1}， 若 Ja) 二 z+， 则 
f : A 一 和 是 一 个 分 歧 攀 盖 ， 并 且 当 = 失 0 时 ,在 = 的 一 个 邻 域 
内 , f 是 单 叶 覆 盖 , 当 * 一 0 时 , f: 人 A 一 {0} 一 人 一 {0} 是 《 叶 
覆盖 . 

定义 45. 承 上 所 述 ,如果 / :0 一 {p} 一 J(U) 一 {f(p)} 是 
《 叶 和 覆盖 , 则 称 《 为 p 的 重 数 ， 或 者 说 ,对 于 1,? 缆 攻 1(p)4 次 . 

定义 4.6. 若 1 : M 一 N 是 一 个 分 歧 获 盖 ， 且 存在 -- 正 整数 
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mm， 使 得 对 任何 46 N， 广 (4) 恰 有 zw 个 点 ( 重 数 计算 在 内 者 )， 
则 称 } : M 一 六 为 一 个 亚 叶 分 时 覆盖 ， 

引 理 4.7， 如 果 fj : M 一 NN 为 全 纯 映照 ， 则 1:M 一 NN 是 一 
个 分 歧 覆 盖 . 

因为 覆盖 的 定义 是 局 部 性 的 ,在 局 部 考虑 时 , f 是 全 纯 函 数 ， 
显然 是 分 歧 覆 盖 。 

6) 命 JiCN) 为 M 上 所 有 亚 纯 项 数 的 集合 : 

COM) 一 人 f:M 一 CUflcoj:f 亚 纯 , 且 1/ 振 oj， 

到 现在 为 止 , 我 们 还 不 知道 跑 (M) 中 是 否 有 非常 数 的 函数 ， 
我 们 已 知道 ,对 于 紧 的 M , 非常 数 的 全 纯 函 数 1; M 一 C 一 定 不 
存在 . 

习题 。 若 MM 为 紧 的 而 N 非 紧 , 则 任何 全 纯 上 映照: M 一 六 必 
为 常数 映照 . 

设 1e 避 COM) 且 大 0, 对 Vp & M， 设 点 ?附近 的 坐标 水 数 
为 z,3》z(p) = 0, 则 在 ?附近 ff 有 罗 朗 展开 式 

f(z2) 一 esz? 十 antrlgn"+l 十 
其 中 *e 忆 ,，o, 为 第 一 个 不 等 于 0 的 系数 ， 

定义 4.8. 命 wj 一 x 且 称 为 f 在 点 2 的 赋值 . 

为 了 以 后 方便 ， 当 f 一 0 时 ,对 于 任何 p€ M , 我们 规定 
2z(0) 一 Oo 。 

习题 。，v,(f) 一 与 点 绢 附近 坐标 函数 # 的 选取 无 关 。 

当 4 二 0 时 ,我 们 称 ? 为 1 的 极点 ,，n 一 一 工时 称 为 单 极点 ; 
， > 0 时 则 称 为 零点 。n 一 1 为 单 零 点 . 

如 果 f: M 一 5 为 亚 纯 函数 , 设 1(p) 一 a(e sco)， 则 2? 柳 
盖 。 的 重 数 为 wkf 一 a). 

习题 .定义 映照 v。 : MM(M ) 一 {0} 一 ,vp( 有 ) 一 在 ?的 
赋值 ， 证 明 : 

vo(fg) 一 vp(f) 十 vs(g), 
vf + 8) > min{rpf), v9(8)}. 
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现 讨论 黎 受 面 上 的 亚 纯 微分 . 
定义 4.9. 设 (U，, z) 为 M 上 的 坐标 邻 域 ， 对 于 局 上 的 亚 纯 函 
对 Vp €U, 定义 po(jdz) 一 yp(). 
定义 4.10，w 称 为 黎 曼 面 M 上 的 亚 纯 微分 ,如 果 在 任何 坐标 
邻 域 (U，, zo) 内 , w = fudzv; fu 是 亚 纯 函 数 ,并 且 对 WGZ，zxu) 与 
(W, zw), 在 UNW 上 (图 3.5) 有 
fo Seu = fw。 


ZW 


对 YP EU ,我们 定义 zz(o) = vp(fo). 
习题 .>z(o) 与 坐标 邻 域 (U , xo) 的 选取 无 关 ， 


4.1 


亚 纯 函 数 与 亚 纯 微分 在 某 种 意义 下 是 相互 存在 的 ，、 现 解释 如 


下 . 
若 je 区 CCM)， 则 dj 是 亚 纯 微分 。 因 为 ,在 任何 (UU, zo) 与 
(W ,zw) 上 


d 
af afvu = sh dzus 
U 


df = df = A dz. 
dzw 


而 在 Zn 上 ， 


* 29。 


Mu dsy ,dfw 
adap dzw dzw” 
因此 df 符合 亚 纯 微 分 定义 。 

反之 ,有 亚 纯 微分 必 有 亚 纯 函 数 : 着 ww 与 & 为 两 个 亚 纯 微 分 ， 
则 /是 亚 纯 函数 ， 因 为 在 任何 《U，, zz) 上 , w 一 加 dzvp 一 
gudzu， 而 om 一 力 /go 不 依赖 于 (7 so) 的 选取 ,因此 在 M 上 定 
义 一 个 亚 纯 函 数 ， 

定义 4.11. 设 。 为 亚 纯 微 分 。 如 果 在 任何 (VU, zu) 上 ,mw 一 
fvdzu 而 思 全 纯 ， 则 w 称 为 全 纯 微 分 . 

我 们 也 可 用 $ 2 中 关于 1 形式 的 观点 来 描述 全 纯 微 分 . 

在 黎 受 面 上 ,我 们 可 同样 定义 (1，0) 或 (0, 1) 型 的 1 形式 ， 
以 及 (1,1) 型 的 2 形式 , 且 也 可 定义 5。 这 是 由 于 坐标 函数 变换 
时 ,根据 引 理 2.1, 型 保持 不 变 。 例如 设 w 为 1 形式 ,在 坐标 邻 域 
(DU, zv) 上 ,wlU 二 fdzv。 在 另 一 坐标 邻 域 ( 玉 ,zw) 上 ,wjW 二 
gdzw。 在 UNW 上 ,我 们 有 


wlW —{ Sr dzw + 
dzw 


和 
由 此 可 看 出 保 型 性 . 

同样 ,在 C 上 定义 的 4 一 8 十 8, 也 可 搬 到 黎 曼 面 上 .特别 是 
在 $2 中 的 关于 8 和 5 的 形式 运算 ,在 柳 曼 面 上 也 成 立 . 

引 理 4.12，1 形式 % 为 全 纯 微分 <>w 为 (1,0) 型 , 且 5w= 
0, 

证 ， 若 1 形式 ww 为 全 纯 微 分 , 则 在 任何 (UV, zov) 上 ,ojU 一 


fdzv， 在 局 上 全 纯 . 因此 ， So 一 - 红 _ dz 人 dzr = 0, 


da3u 
反之 ,由 于 wm 为 (1， 0) 型 ,在 任何 (U, zu) 上 ， wlU 一 jagu。 
再 着 5% 一 0, 则 可 推出 -人 ~ 一 0， 由 此 得 "的 全 纯 性 ,] 


这 里 ,还 应 注意 到 ,对 于 全 纯 微分 w，dw = 一 4. 
在 此 之 后 ,落下 特别 指 明 ,所 有 有 扣 到 的 罗汉 而 都 认 为 蚌 紧 的 ， 


.30. 


设 色 为 亚 纯 微 分 , Vp € M , 设 P 附近 的 坐标 浮 数 为 x,， z(p) 一 
0, 则 wo 具有 表示 式 
w - (< 十 -一 oL 十 0 二 az 十 2 (4.1) 

2 名 2 

定义 4.13。w 在 点 2 的 残 数 Resp(w) 一 ai。 

下 面 这 个 引 理 说 明 , Ress (ww) 的 定义 与 坐标 函数 的 选择 无 关 ， 
所 以 是 合理 的 . 

引 理 4.14， 如 果 在 点 的 坐标 邻 域 内 取 以 z(p) 一 0 为 心 的 
8, 在 边界 6B 上 取 自 然 定 向 , 则 


1 
二 | 
证 ， 记 号 如 (4.1) , 则 (ao 十 mazt 十 …')dz 是 巨 上 全 纯 微分 ， 
故 | (a 十 az 十 …)dz 一 0. 由 复 变 函 数论 得 


| | g++ < (co 十 aiz 十 ……)dz 
0B .0B gp* 1.08 2 DB 
= | 4-1 dy = 2 xia-i.] 
88 和 


引 理 4.15， 若 M 是 紧 的 , 则 对 任何 亚 纯 微 分 w， 
2) Resp(Co) 0. 


证 ， 首 先 应 指出 , 因 M 是 紧 的 ,的 极点 只 有 有 限 多 个 , 因而 
引 理 中 的 王 仅 对 有 限 多 个 极点 求 和 . 
设 w 的 极点 为 Pr, Pr,"……Pk。 又 设 Bi 为 包含 户 的 小 圆 ， 如 引 
理 4.14 所 述 者 , 且 选 取 Bj 充分 小 使 当 ; 关 7 时 ，Bimn Bi 一 车 
类 
命 M' 一 M 一 UU Bi, 则 在 M' 上 w 全 纯 ， 由 引 理 4.12 得 do 一 0. 
根据 Stokes 定理 ,我 们 有 


k 
CE 
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让 
其 中 868; 取 自 然 定向 ,因此 根据 引 理 4.14 ,得 2 Resp; (o) = 0. 


即 要 证 者 ,] 
现 设 jE NC(M ), 考虑 M 上 的 亚 纯 微分 41/j，Yp EM ,在 点 也 
附近 取 坐 标 函 数 z, z(p) 一 0。 这 时 , f 在 附近 具有 展开 式 
f(z2) = 42 十 dspz"t! 十 … 


其 中 n 《2 ,a, 关 0、 因 此 ,我 们 有 
全 一 (人 tt dz 


这 样 一 来 ，Resp C4f/) 王 vp(])， 此 外 , 当 ?” 不 是 让 的 极点 或 零点 
时 ,vp(f) 一 0. 根据 引 理 4.15 可 得 下 列 系 4.1。 

系 4.1。 紧 歼 曼 面 M 上 的 亚 纯 函数 ,其 零点 个 数 等 于 极点 个 数 
( 重 数 均 计算 在 内 者 )， 

若 我 们 注意 到 , 1 为 亚 纯 函 数 , Yee C, {让 (a)} 二 {f 一 4 的 
零点 } , 则 { 广 (2)} 的 个 数 亦 等 于 极点 的 个 数 . 因此 又 可 得 下 列 系 
4.2, 

系 4.2。 对 于 紧 的 M ,， 若 feE3N(M), 则 fj: M 一 CU{0} 为 
一 《时分 歧 覆 盖 ,《 等 于 f 的 极点 个 数 . 

习题 。 若 M 和 NN 都 是 紧 的 , 则 对 任 一 全 纯 映 照 1: M 一 入, 系 
4.2 中 相应 结论 亦 成 立 . 

顺便 提 一 下 , 系 4.2 中 的 亚 纯 函数 , 在 黎 曼 面 上 亚 纯 项 数值 分 
布 论 中 ， 提 供 一 种 最 简单 的 例子 。 对 于 这 类 洱 数 l,j :M 一 5 
覆盖 5 上 每 点 恰好 次 , 故 是 一 个 均值 分 布 . 


注 记 
$1， PC 是 古典 投影 几何 的 主要 研究 对 象 ， 这 方面 最 完备 的 


近代 书籍 是 

W. V. D. Hodge and D.Pedoe, Metliods of Algebraic Geometry, 
Vadume,l, Cambridge University Press, 1947. 
这 书 也 有 关于 Grassmannian 的 详细 讨论 ， 


ae 32 。 


定理 1.1 和 定理 1.3 的 证 明 可 在 Hartshorme 书 内 第 IV 章 $3 
或 Griffiths-Harris 的 书 内 第 2 章 $1 找到 。 他 们 都 用 同一 办 法 , 先 
将 紧 黎 曼 面 嵌 人 高 维 的 PC, 然后 逐步 用 投影 P,C 一 Po-:C 将 维 
数 减低 。 Guenot-Narasimhan 的 文章 第 IV 章 $5 内 尝试 在 黎 受 面 
上 找 出 三 个 亚 纯 函 数 来 直接 嵌入 PC， 这 样 就 可 以 证 明定 理 1.3. 
但 这 证 明 有 漏洞 ,因为 他 们 作 构 造 的 映照 不 一 定 是 单 的 ( 见 这 文章 
第 280 页 。Théoreme 2 .的 证 明 )。 

R. Hartshorne, Algebraic Geometry，Springer-Verlag，1977。 

P. A, Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, 
John Wiley and Sons, 1978. 

J. Guenot and R. Narasimhan,Introdution a la théorie des Surfa- 
ces de Riemann, L’Enscignement Mathematique, 21 (1975), 123— 
328. 

8 2. 微分 形式 的 基本 性 质 可 参考 

N, J. Hicks, Notes on Differential Geometry, D. Van Nostrand 
Co., 1965., 

Y. Matsushima, Differentiable. Manifolds, Marcel Dekker Inc., 
1972. 

6 及 5 是 在 任何 复 流 形 上 都 可 定义 的 算 子 。 有 些 作者 用 4 及 
ad” 的 记号 ， 它 们 的 基本 性 质 , 在 上 列 Griffiths-Harris 及 Matsushima 
的 书 均 有 详细 讨论 .在 此 节 结 尾 时 论 及 用 可 一 的 解 来 构 作 全 
纯 函 数 ， 主 要 的 用 途 是 在 多 复 变 函数 论 上 . 这 方面 的 经 典 著作 
是 : 

L. Hérmander, An Introduction to Complex Analysis in Ssveral 
Variables, North-Holland Publishing Co., 1973. 

多 复 变 函数 论 最 完备 的 著作 是 
R. C. Gunning and H. Rossi, Analytic Function of Several Com- 
plex Variables，Prcntice-Hail，1965。 
这 书 不 久 将 有 新 版 . 
$ 3. 微分 流 形 的 基本 性 质 可 参考 上 列 Hicks 及 Matsushima 的 
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书 。 Griffiths-Harris 对 紧 的 复 流 形 有 很 好 的 讨论 ， 非 紧 复 流 形 上 
的 函数 论 则 需 参 阅 Gunning-Rossi. 

在 讨论 环 面 ( 例 4) 时 , 论 及 了 一 些 一 般 的 概念 和 结果 , 现 补充 
如 下 .要 证 任何 与 环 面 同 凸 的 黎 尝 面 一 定 同 构 于 某 一 个 C/4, 其 中 
一 个 办 法 是 用 Abel-Jacobi 定理 .这 证 明 可 参阅 Griffiths-Herris 的 
书 内 第 2 章 第 2 节 ， 较 初步 的 讨论 则 在 下 列 Gunning 书 内 $3 亦 
可 找 得 到 。 另 一 个 办 法 是 用 单 值 化 定理 ( 见 $ 6,(X) 内 的 习题 ). 

R. C, Gunning, Lectures on Riemann Surfaces, Princeton Uni- 
versity Press, 1966. 

节 末 讨论 及 的 环 面 的 模 群 51 (2, Z 〉 及 模 空 间 ,就 是 所 谓 复 
结构 的 形变 (deformation of compiex structure) 的 最 简单 的 例子 . 
这 方面 在 近 枯 年 有 很 大 的 发 展 ， 在 一 维 ( 即 芭 黎 曼 面 ) 方 面 的 主要 
成 就 ,是 把 黎 曼 在 1857 年 提出 的 一 个 关于 模 (Cmodulus) 的 猜想 , 严 
格 地 整理 和 证 明了 . 主要 结果 可 简 述 如 下 . 

首先 , 如 果 我 们 用 Abelj-Jocobi 定理 , 则 可 复述 本 节 内 的 定理 
3.9. 如 下 , 在 所 有 亏 格 等 于 1 的 紧 黎 曼 面 中 引进 一 等 价 关系 ~ ,使 
M1 ~ Ma<e>Mi: 与 Mi 同 构 ， 所 得 的 折 有 等 价 类 ， 命 为 vi. 即 
是 说 , 如 ce ert， 则 a 是 一 组 互相 同 构 且 亏 格 等 于 1 的 黎 曼 面 . 
另 一 方面 , $1(2，Z ) 作用 于 上 半 平 面 昌 . 设 D 为 54(2,，Z ) 在 H 
上 的 一 个 基本 域 (图 3.4)， 定 理 3?.9 说 明 ,er 与 D 成 1-1 对 应 ， 
今 设 8 为 一 整数 ，g > 1， 同 理 引进 wo: 即 se wy o>% 是 一 
组 互相 同 构 且 亏 格 等 于 8 的 紧 黎 受 面 ,而 且 Ye、p6 ys， 0 夺 
p 一 > 内 的 黎 受 面 与 p 内 的 歼 曼 面 不 同 构 ， 另 一 方面 ,用 拟 保 角 
映照 (quasi-conformal mapping ) 理论 ,可 在 C 2 一 内 构 作 一 个 正则 
域 (domain of holomorphy) T (g), 称 为 8 亏 格 的 Teichmiilier 空 
. 闻 ，7T(g) 与 球体 同 旺 , 目 在 7(8) 上 有 一 个 离散 变换 群 T， 称 为 
Teichmiiller 模 群 ， 命 D 为 了 在 T(g) 上 的 一 个 基本 域 , 即 () 
WYz ET(g), 37 ET 和 Is0€ Di zo yz), (Giz 26De， 则 
不 存在 任何 yer3y(aD) ~ wm。 称 De 为 8 亏 格 的 樟 宣 间 . 
主要 定理 说 明 : .er ,与 ,成 1-1 对 应 ， 由 此 可 推 沦 ,所 有 判别 的 
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《 即 互 不 同 构 的 )、 亏 格 等 于 8 的 紧 黎 曼 面 ,组 成 一 个 依赖 于 (38 一 
3) 个 复 参 数 的 空间 ， 这 就 是 黎 曼 原来 的 猜想 这 里 应 强调 的 是 ， 
8 一 1 与 g > 1 的 两 个 不 同情 况 基本 上 是 对 应 的 ; 即 : 

of ge > 1y 

T(8)< 一 万， 

T< 一 3!(2,Z )， 

D,<—>D. 
但 g = 1 的 特殊 情况 , 相 比 之 下 非常 简单 ， 如 能 先 了 解 这 特例 , 则 
较 容易 接受 g > 1 的 情况 . 

上 面 所 说 的 就 是 所 谓 Teichmiiller 理论 的 最 基本 定理 ， 这 方 
面 的 研究 ，Teichmiiller 的 想法 《如何 应用 拟 保 角 映照) 是 有 决定 性 
影响 的 ，Ahlfors 和 Bers 的 工作 也 很 重要 。. 由 下 面 Earle 和 Bers 
的 总 括 报告 ,读者 可 以 作 这 方面 研究 的 开始 : 

B. Riemann, Theorie der Abelschen Functionen, Gesammelte Ma- 
thematische Werke, Dover Publications, 1953, 100—142. 

L. Bers, Uniformization, Moduli and Kleinian Groups, Bulletin 
London Math. Soc. 4 (1972), 257—300. 

C. J. Earle, Teichmiiller Theory, Discrete Groups and Automor- 
phic Functions, edited by W. J. Harvey, Academic Press, 1977, 143— 
162., 

在 高 维 代数 繁 方 面 的 复 结 构 形变 论 的 发 展 ， 虽 然 现 在 还 在 开 
始 的 阶段 ,但 已 有 很 好 的 结果 .从 下 面 两 篇 总 括 报告 ,可 得 大 概 . 

P，A，Griffiths，Deformation of Complex Structure, Proceedings 
of Symposia in Pure Math. Volume XV, Amer. Math. Soc. Publica- 
tions, 1970,251 一 273. 

Pp. A. Griffiths and W. Schmid, Recent Developments in Hodge 
Theory: a Discussion of Techniques and Results, Disrete Subgroups of 
Lie Groups and Applications to Moduli, Oxford University Press, 1976, 
31—127. 

$ 4. 定义 4.8 的 »， 就 是 所 请 离散 一 秩 赋 和 星 (discrete valuation 
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of rank onc)， 是 赋值 论 内 最 简单 的 例子 .如 从 代数 观点 来 研究 狼 
曼 面 ( 见 引言 ), 则 在 一 个 一 元 代数 函数 域 上 的 离散 一 秩 赋 值 ,就 代 
替 了 黎 曼 面 上 的 点 了 。 赋值 论 最 详尽 的 书 还 是 

O. Zariski and Samuel, Commutative Algebra, Volume II, D. 
Van Nostrand Co.，1960 (Springer-Verlag 重新 翻印 ,1976). 

系 4.2 和 跟随 着 的 习题 ,在 高 维 时 是 不 成 立 的 ， 因 此 它们 (以 
及 引 理 4.15) 是 黎 曼 面 的 特别 性 质 。 由 系 4.2 的 均值 分 布 结论 ， 
很 容易 引导 出 一 个 问题 : 在 一 个 非 紧 的 黎 曼 面 上 的 亚 纯 函数 是 否 
具有 相同 的 均值 分 布 性 质 9 Nevanlinna 的 著名 理论 说 ， 如 该 非 紧 
黎 曼 面 与 紧 的 “相差 不 远 ? 则 答案 “基本 上 ?是 肯定 的 . .如果 该 非 紧 
面 是 C， 则 可 参阅 下 列 两 个 经 典 的 著作 : 

R, Nevanlinna, Le Theorame de Picard-Borel et la Theorie des 
Fonctions Méromorphes, Gauthier-Villar, 1929. (Chelsea Publishing Co. 
在 1974 重印 .) 

R. Nevanlinna, Analytic Function, Springer-Verlag, 1970. (Ein- 
deutige Analytische Funktionen 的 英 译 本 .) 

更 广义 的 黎 曼 面 上 的 Nevanlinna 理论 ,可 参阅 : 

H. Wu, Mapping of Riemann Surfaccs，Proceedings of Symposia 
in Pure Math., Volume XI，American Math, Soc. Publication, 1968 ， 
480 一 532. 

近年 在 高 维 复 流 形 上 的 Nevanlinna 理论 ,也 有 重大 的 发 展 , 主 
要 是 Griffiths 的 工作 ， 见 : 

Pp, A. Griffiths, Entire Holomorphic Mappings in One and Several 
Complex Variables, Princeton University Press, 1976. 

由 这 例子 我 们 可 以 见得 ， 有 时 一 个 最 简单 的 问题 可 能 产生 很 
深奥 的 数学 。 


第 二 章 ”Riemann~Roch 定理 


$5 因 子 


在 这 小 节 内 ，M 是 一 个 紧 的 黎 受 面 ， 这 个 紧 性 的 假设 有 时 是 
多 余 的 ,但 我 们 是 力求 简便 . 
定义 5.1， 一 个 在 M 上 的 因子 DD 是 一 个 有 限 的 形式 和 : 


2) n(p)p, 


PEM 


其 中 n(p) € Z，Vp& M， 而 且 只 有 有 限 个 >(p) 不 等 于 0 

例 ， 如 je M(M)， 则 f 决定 一 个 因子 (人 ), 其 定义 为 : 
(1) = 和 v,(f)p。 这 是 最 自然 的 因子 (参阅 $ 4) 

如 取 M 一 SC= CU {co0})， 并 取 1 为 C 上 的 坐标 函数 x， 
则 (z) 一 0 一 oo 

在 M 上 的 因子 当中 引进 一 个 加 法 运算 : 如 Di 一 Zp, 


Di 一 之 nzXP)P， 定 义 Di 土 D, 三 Cn 人 二 mp) 这 样 使 M 


上 所 有 因子 构成 一 个 Abd 群 ， 称 为 因 于 群 . 用 多 表示 因子 群 。 多 
内 有 一 个 子 群 多 , 定义 为 
三 { 所 有 M 上 亚 纯 函数 所 决定 的 因子 } 
= {0) :fe mM)}. 
因为 (fg) 一 (让 十 (8) 和 一 ( 力 一 (三 )， 因 此 多 确定 一 个 子 
群 , 称 其 为 主要 因 王 群 . 


易于 验证 , 4 是 一 个 群 局 态 . 由 系 418 知 道 ， 多 Cker(4d)( 即 


e 3 了 37 。 


d| 儿 三 0). 因此 4 可 以 诱导 一 个 在 商 群 锣 / 上 的 同 态 . 命 
多 / 儿 为 多 ， 

这 儿 称 为 因子 类 群 ,是 我 们 的 主要 研究 对 象 ， 称 4(D) 为 D 
的 次 数 ， 

定义 5.2. YD, D'&€ 多 ,如 D 一 D'e BP, 称 D 与 D' 是 线性 
等 价 的 ,用 DD 兰 D 表示 . 

D 在 多 三 光 / 儿 中 的 傍 系 , 表 成 [D1. 

若 w 是 MM 上 的 亚 纯 微分 , 则 w 决 定 一 个 因子 

(w) = > vs (a)p. 


pem 
任何 两 个 亚 纯 微 分 w 与, 必 有 (ow) 宕 (oa ) ， 因 为 w/w' 是 一 个 
亚 纯 函数 ,所 以 (o) 一 (o7) 一 (o/o)e PB( 见 $4). 

今 用 K 表 示 包 含 所 有 亚 纯 微分 的 四 子 的 傍 系 ，K 称 为 典范 因 
子 . 严格 来 说 , KK 是 一 个 因子 类 , 而 不 是 因子 .天 是 十 分 重要 的 ， 
因为 它 包含 了 所 有 全 纯 微 分 所 定义 的 因子 ， 而 全 纯 微 分 在 紧 黎 曼 
面 的 研究 上 是 极其 重要 的 。 

如 7 是 M 上 一 个 全 纯 微分 ，(7)6 上 天 ，4d(7) 一 7 的 零点 的 个 
数 , 同时 d(7) 一 4(K) 是 一 个 常数 , 而 后 面 我 们 将 说 明 这 个 常数 
就 是 一 XCM) (X(M) 是 M 的 Euler 示 性 数 )， XCM) 是 一 个 拓扑 
不 变量 ,与 MM 的 复 结构 完全 没有 关系 (在 紧 曲 面 上 XC(M) 一 28 一 
2, 8 是 M 的 亏 烙 数 )， 这 是 十 分 深刻 的 结果 ,数学 上 这 种 使 两 个 看 
起 来 似 无 关联 的 不 变量 之 间 建 立 起 关系 的 定理 一 般 都 是 重要 与 深 
刻 的 结果 ， 

前 面 我 们 给 出 了 不 少 的 定义 ， 但 是 至 今 还 不 知道 是 否 有 不 为 
常数 的 亚 纯 函 数 ,和 不 为 4 的 亚 纯 微 分 (全 纯 微 分 ) 存在 ， 这 些 对 
象 的 存在 性 在 后 面 是 要 证 明 的 ,否则 那些 定义 就 没有 意义 ， 

紧 黎 曼 面 上 有 多 少 亚 纯 函数 9 这 是 一 个 很 有 兴趣 的 问题 , 下 
面 将 证 明 它 是 无 限 维 向 量 空间 。 为 此 ,我 们 先 作 一 些 定义 ， 

定义 53， VD 雹 ,定义 D 守 0<>D = Dn(p)p, n(p) 之 


PEM 
0, VPE M。 又 YD 多 ,定义 
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1(D)= {fe MM):(P +D 0). 
如 万 过 0， 称 刀 为 有 效 因 子 ， 
因为 vp(f 十 8) 之 min{vp(f), vp(g)}， 因 此 易于 验证 , 1(D) 
是 复数 域 C 上 的 向 量 空 间 。 在 下 面 的 讨论 中 ,如 非特 别 申明 ,凡是 
向 量 空间 都 是 指 复 数 域 上 的 。 
习题 .如 D se D', 则 1(D) 与 1(D') 同 构 ， 亦 即 dime1(D)= 
dimc1(D’), 
因此 ,如 定义 dim ;多 一 2Z ,DH> dimc1(D)， 
则 实际 上 dim 是 决定 了 一 个 函数 
dm : B — Z, [DI] > dimei(D), YD € 1D]. 
习题 . (1) 如 4(D) < 0 一 > 1(D) = {0}. 
(2) 如 4(D) 守 0 一 > dimclL(D) 1. 
(3) 如 Vp€ M、， 则 dimei(p) 过 2. 
(4) 如 DD==5p 一 9， 则 
1D) = {所 有 亚 纯 函数 , 它 在 9 点 至 少 有 1 个 零点 , 在 ?点 
不 能 有 重 数 大 于 5 的 极点 ,而 且 在 M 上 无 其 它 极点 }. 


§6 Riemann-Roch 定理 及 初步 的 应 用 


本 节 主 要 是 阐述 Riemann-Roch 定理 与 应 用 , 为 了 简便 ,下面 
我 们 用 RR 定理 表示 Riemann-Roch 定理 。 如 非特 别 申明 , 我 们 用 
dim 表示 dinmc， 

RR 定理 共有 四 个 表示 形式 ,下 面 分 别 用 RRI, RRI，RRIHI 和 
RRIV 表示 (RRIIT 和 RRIV 可 分 别 在 $12 和 § 20 内 找到 )。 

RRI。 M 是 紧 黎 曼 面 , 则 对 任 一 因子 忆 ， 

dim1(D) = dimi(D) 十 《1 一 g) + 4(D)., (6.1) 
现在 对 上 等 式 中 的 记号 进行 解释 : 

定义 6.1.;(D) 三 {所 有 亚 纯 微分 wo : (oo) 一 D>0) dimi(D) 
称 为 D 的 特性 指数 . 

习题 . 如 D 兰 D , 则 i(D) 实 1(D')( 即 向 量 空间 同 构 ). 
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习题 . 证 明 dim1(D) 和 dimi(D) 均 是 有 限 数 . 

这 个 事实 其 实 是 RR 定理 的 一 部 分 ,但 也 可 以 直接 证 明 . 

提示 : 对 4(D) 用 归纳 法 , 先 证 1(D), 然后 用 1(D) 的 结果 证 
明 i(D). 

RRI 中 之 g， 即 是 指 紧 R 面 的 亏 格 , 一 般 应 写成 e(M), 但 在 
不 致 引起 混淆 时 就 用 & 表示 .8 一 共有 四 种 解释 : 

(1) g = g(M) 一 于 dimeEHCM , 尺 )。 


(2) 有 一 个 整数 ge Z, 使 等 式 (6.1) 成 立 . 
(3) g 一 dimHW(M，@), 这 里 加 是 M 上 全 纯 冰 数 的 节 层 . 


(4) 8 一 K+? ,如 果 K 丰 在. 


上 面 (2) 的 解释 是 笨拙 形式 的 了 解 , 因 为 g 一 g(M) 实际 上 
有 了 明确 的 拓扑 意义 .为 此 我 们 氢 述 紧 曲 面 分 类 的 基本 定理 ,这 个 
定理 是 很 基本 的 ,但 是 证 明 它 较为 元 长 ,因此 我 们 就 不 给 出 证 明 ， 
紧 曲 面 分 类 定理 ， 任何 一 个 紧 可 定向 的 实 二 维 流 形 , 或 与 球 
面 同 胚 ,或 同 且 于 一 个 公 多 边 形 : 
AiB1iAT'BT'AB2A1'Bi'***AsB eAz' Be, 
g EZ+, 这 个 8 就 是 紧 曲 面 的 亏 格 数 . 


今 Hi(M, Z) 一 {由 441， Bi … dr 了 De 所 生成 的 Abel 自由 
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< 
群 } 一 {> nidi + miB;: m,n Z). HI(M, Z) = Homz(Hi 
i=1 


(M,Z2),Z) EH HA, 2Z), FU dmrH(M, R) = 24g. 
下 面 我 们 给 亏 格 : 几何 上 直观 的 了 解 
对 g 一 1 时 (图 6.2), 先 将 4 与 4-! 粘 受 起 来 ， 成 一 个 圆柱 ， 
面 ;再 将 了 与 3-! 粘 肥 起 来 就 成 了 一 个 环 面 , 


6.2 


对 8 一 2 时 ,我 们 先 看 图 形 的 左边 一 半 , 即 418147'87' 与 割 
线 六 所 成 的 部 分 ， 先 将 41 与 47! 粘 丰 起 来 (图 6.3b)。 然后 再 将 
BT: 上 之 两 端点 了 P 粘 从 起 来 (图 6.3c)， 进一步 再 将 Bi 与 BT 粘 
受 起 来 ,这 就 成 了 环 面 上 制 出 一 个 圆 盘 (图 6.3 d)。 而 右边 一 半 所 
成 的 部 分 ， 用 同样 方法 粘 过 起 来 ， 亦 成 为 一 个 环 面 上 除去 一 个 贺 
盘 ， 这 个 圆 盘 是 同一 条 割 线 刀 围 成 
的 。 现在 再 把 它们 粘 侄 起 来 , 如 图 不 Br 
6.4。 这 样 所 成 的 闭 曲面 就 同 胚 于 
球面 上 打 了 两 个 洞 所 成 的 闭 曲 面 。 

对 于 亏 格 g > 2 的 情况 ， 则 类 
似 地 进行 粘 琶 ， 所 得 的 图 形 就 同 胚 。 ,~ 
于 球面 上 打 掉 # 个 洞 所 成 的 闭 上 曲 
面 。 BY op 

由 RRI 一 > 亚 纯 微分 存在 《〈 即 图 6.3a 
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KK 存在 )， 因 为 由 (6.1) 
dimi(D) 宇 4(D) + (1 ~ g), 
命 D 一 (g 十 1)p, P&M, 则 dim1(D) 之 2， 因此 1D) 中 有 非常 
数 的 亚 纯 函数 f, 则 df 就 是 非 0 的 亚 纯 微 分 . 
现在 来 证 明 ，i(D) 衬 1(K 一 D)， 今 任 取 一 个 亚 纯 微 分 w， 
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一 (o). 如 7€i(D)< 访 (W) 一 (D) 之 0, 此 即 (y) 一 (wo) 十 
{(w) 一 D} 宇 0 > (m/w) 十 {kK 一 D} 宇 0. 现在 可 建立 同 构 : 
i(D)—> UK—D), nF> /0 
这 就 证 明了 i(D) 兰 ICK 一 D). 
因此 , 我 们 可 改写 RRI 为 
RRII， 对 任 一 紧 歼 曼 面 M ,天 存在 , 且 
diml(D) — diml(K ~ D)~= dD)+(1—g) (62) 
等 式 (6.2) 的 左边 是 某 个 层 上 同调 的 Euler 示 性 数 , 它 是 一 个 
与 复 结构 有 关 的 不 变量 ,而 右边 完全 是 拓扑 不 变量 。RRIT 就 是 在 
两 个 不 同 的 不 变量 之 间 建 立 起 等 式 关 系 《 见 下 面 $12)， 像 RRII 
中 《6.2) 那样 较为 深刻 的 结果 是 不 能 很 直观 地 得 到 的 。 但 是 我 们 
还 是 可 以 分 析 研 究 , 如 有 (6.1) 这 种 表达 dimi(D) 的 公式 , 则 这 公 
式 中 将 会 包含 些 什 么 不 变量 ,首先 无 疑 4 (D) 是 在 其 中 , 另外 应 
该 想到 其 中 一 定 存在 M 上 的 某 个 拓扑 不 变量 ,因为 : 
引 理 6.2.3p & M 使 得 dimi((p)) 之 2<> M 与 5 同 县， 
证 .dim 71((p)) 之 2,3f€1((p)) 非常 数 . 由 (有 ) 十 p 宇 0， 
故 了 的 极点 只 在 上 ， 而 且 是 单 极 点 、 因 为 上: M 一 $5 是 《上 叶 分 
歧 覆 盖 〈 系 4.19) ,和 是 了 所 有 极点 数 ,现在 了 只 有 一 个 极点 , 因此 
f 是 单 叶 分 歧 履 盖 , 因而 f 就 是 M 与 5 之 间 的 同 构 .] 
所 以 ,如 g(M) > 1 则 Vp EM,diml((p)) = 1， 这 个 事实 
说 明 , dimi(p) 是 与 & 有 关 的 . 
除 此 之 外 , 早 在 RR 定理 发 现 之 前 ,就 知道 如 下 事实 : 
大 部 分 8 一 3 的 黎 曼 面 , diml(2p) 一 1; 
有 少数 & = 3 的 黎 曼 面 , dimi(2p) 之 2.〔( 这 是 被 称 之 为 超 椭 
网 的 黎 受 面 .) 
这 就 启发 我 们 ,dim!(D) 还 应 与 其 它 不 变量 有 关 , 这 应 该 是 与 
复 结构 有 关 的 不 变量 ， 
对 维 数 4 = 2 的 紧 与 非 紧 的 复 曲 面 ,在 许多 情况 下 ,不 存在 非 
常数 的 亚 纯 函 数 ,对 ”> 2 的 复 流 形 亦 是 如 此 . 一 个 4 维 复 流 形 
上 上 的 因子 是 由 余 维 为 1 的 于 复 丝 ( 即 # 一 1 维 子 复 徐 ) 来 定义 的 ， 
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但 当 ” 之 2 时 ,> 一 1 维 子 复 繁 是 不 一 定 存在 的 。 
下 面 先 讲 RR 定理 的 一 些 应 用 . 
(D M 是 紧 黎 曼 面 ， 多 表示 全 纯 微 分 的 向 量 空间 ，( 在 下 
面 $ 11 末 , 将 对 这 九 ” 的 记号 有 解释 .) 则 dim2t 一 g. 
证 ， 命 万 一 0, 因此 dmi(D) 一 1， 这 时 , i(D) 一 好 ,由 
(6.1): 
l= dimg™ + (1 — g), 
因此 得 g 一 dm ] 
(ID 若 gCM) 于 0, 则 M 与 $5 同 构 (5 复 结构 的 唯一 性 ). 
证 .Pp 为 MY 上任 一 点 , 取 D = p. 今 交 DCE ,因此 由 (D 
可 知 dimi(p) 一 0、 由 (6.1): 
dimi(p) 一 0 十 1 二 (1 一 0) 一 2， 
故 M 与 5 同 构 ( 引 理 6.2).] 
习题 . 若 M 是 紧 黎 曼 面 , 则 下 列 三 条 件 等 价 : 
(D 2: 狗 一 和 是 一 一 的 ; 
(2) YD,4a(D)= 0—>D 0; 
(3) ”MM 与 $ 同 构 . 
(ID， ad(K) = 28— 2 XM)S 
《注意 : Euler 示 性 数 XCM) = 2 一 2g 可 以 看 作为 XC(M) 
的 定义 ， 因 为 X(M) = dimg HC(M, R)— dimrH(M, R)+ 
dimRPXM , 民 ) 一 2 一 28.) 
证 . 在 RRI 中, 取 D 一 0, 则 有 
1= dim(K) + (1 — g); 
取 D 一 kK, 则 有 
diml(K) = 1+ dK)+ (1 — g). 
将 此 两 式 相 加 就 得 到 4d(K) = 2g 一 2.] 
” 系 . 6.1.M 上 任 一 非 零 的 全 纯 微 分 的 零点 数目 恒 等 于 一 XC(M) 
=2g— 2, 
紧 黎 曼 面 上 的 全 纯 微分 形式 与 其 拓扑 不 变量 的 关系 已 由 上 面 
的 系 给 出 对 于 ” > 1 的 紧 复 流 形 M" 的 工 次 全 纯 微分 形式 和 必 
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次 全 纯 微 分 形式 和 M:* 的 拓扑 或 复 结构 不 变量 的 关系 ， 是 一 个 值 
得 研究 的 课题 ， 

(IV) 若 g(M) > 0, Yp& M, 则 存在 全 纯 微分 wo, 使 w(p)< 
0, 

《注意 : 对 比 之 下 ,如 果 g(M) 一 0, (D 蕴涵 M 上 所 有 的 全 纯 
微分 恒 等 于 0.) 

证 . 假若 不 然 ， 则 M 具 有 一 点 p, 使 Vw € 多 9，o(p) 一 0. 
则 

i(p) 一 { 所 有 亚 纯 微分 wo : (o) 一 p 宇 0} = 如 (MM). 
由 RRI 及 (D， 

dim'( 站 一 gz 十 1 十 (1 一 5) 一 2 

因此 ,M 与 $ 同 构 ( 引 理 6.2》。 这 便 与 &CM) >0 矛盾 .] 

因此 当 8g(CM) > 0 时， 可 在 该 8 维 向 量 空 间 嫉 ”中 引进 一 
个 Hermitian 形式 一 ,> ,使 得 


(8, 7) = An. 


如 二 是 非 零 的 ,显然 (5,5) 二 0 改天 ,> 是 好 ”上 的 一 个 Her- 

mitian 内 积 。 设 mm,……，oz 是 如 ”的 一 个 标准 正 交 基 ， 即 有 

《oi，0w0j) 一 6j#， (IV)》 蕴涵 Yp€ M，3i 3 wi(p) 天 0。 故 如 定义 

G 一 >， wm ， 则 G 是 M 上 的 Hermitian 度量 .如 1;…, 7, 
1 


是 EE" 的 另 一 标准 正 交 基 ,显然 2wQm 一 之 NO 


是 所 谓 M 的 Bergman 度量 , 这 度量 是 M 的 复 结 告 构 的 不 变量 . G 的 
几何 不 变量 (如 曲率 等 ) 与 M 的 复 结 构 的 精确 关系 ， 是 值得 研究 
的 . 

下 面 四 个 定理 都 是 说 明 M 有 "很 多 ” 亚 纯 消 数 ， 

(V) (a) 若 4(D) 宇 2g 一 1， 则 

dimi(D) = d(D) + (1— g) 
(b) 若 zz > 0,d4(D) 一 8 十 2; 则 
diml(D) 宇 1 + 2», 
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当 g 二 0 时 ( 即 M 兰 $) 等 号 成 立 . 

证 . (a) 由 《UD ZK) 一 28 一 2, 故 dK 一 D) <0. 因此 
dim1(K 一 D) = 0， 由 RRII。 便 得 

diml(D) = 4d(D) + (1 — g), 
(b》 因 为 jimi(D) 之 0, 故 由 RRI， 有 
dni(D) 守 4D)+ (lg)=n+t+1. 
当 g = 0H, dK —D)= ~—2—7n<=0, 由 RRII， 
dmi(D)=4a2D)+1=»n++1.] 
习题 ， 若 8g 之 1, 4(D) 之 1, 则 
dimi(D) & 4D), 

而 且 这 是 最 好 的 上 界 . 

(VD 若 mEM， 则 3fe 鸣 (M)， 使 只 有 极点 在 而且 和 善 
数 不 超 过 g 十 1， 

证 . 在 CV) (b) 中 , 取 D 一 (8 十 1)p, 则 有 dimK(D) 之 ?2, 在 
1(D) 中 取 非 常数 亚 纯 函 数 即 为 所 求 之 f。] 

系 6.2.Yp € M ,3f€ WM )， 使 1 的 唯一 的 零点 在 p， 而且 
重 数 委 g 十 1. 

系 6.3.( 了 0(M) 在 M 上 是 点 分 离 的 ,) yb, 4€ M,p 志 4 则 
有 fe MCM), 使 1(p) z¥ 14). 

系 6.4. 若 gCM) 一 1， 则 3feE(M), 使 只 有 一 个 双 极 点 
在 任 一 点 上 〈 即 v6(f) = 一 2). 

系 6.2 和 系 6.3 是 完全 显然 的 。 系 6.4 是 因为 如 果 f 只 在 上 
有 单 极点 , 则 M 空 S, 这 与 g(M) 一 1 矛盾 ,因此 + 只 能 在 上 有 
双 极 点 . 

可 以 证 明 , (VD 中 所 存在 的 亚 纯 函 数 ， 除 了 M 上 的 有 限 个 点 
之 外 ,都 是 有 的 极点 重 数 等 于 gCM) 十 1, 那些 例外 的 有 限 个 点 
就 称 为 Weierstrass 点 。 这 一 结果 表明 ， 一 般 紧 黎 曼 面 M 可 以 看 成 
球面 8 的 分 歧 履 盖 , 其 叶 数 不 大 于 g(M) 十 1, 且 当 M 上 有 Weier- 
strass 点 时 , 则 MM 可 以 降 为 叶 数 < g(M) 的 分 歧 和 覆盖 ， 

当 g(M) = 1, 系 64 说 明 M 是 5 的 2 叶 分 支 覆盖 . 
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《VID 若 gCM) > 1， 则 存在 一 个 时 数 不 大 于 g《M ) 的 分 歧 
履 蔓 f: M5。 

证 ， 从 8 > 1 一 > 存在 非 零 的 全 纯 微 分 w。 由 (II) 知道 ， 
d(o) 一 28 一 2. 今 表示 (o) 一 Di + D,, 其 中 记 Dl 之 0, D, 宇 9， 
4a(DD ~= 8g, dD)) 一 8 一 2 由 RRI， 

danl(D = diml(K — Di) + dD)+ (~ 8) 

= diml((w) 一 DD 二 1 

一 diml(D:) 十 1 之 2. 
若 取 任 一 非常 数 的 fe 1CD1)、 则 它 的 极点 个 数 ( 计 上 重 数 ) 都 不 大 
gpg. ] 

(VIT) 之 结果 较 之 《VID) 要强 些 , 但 (VD 中 之 1 的 极点 就 在 
这 一 点 上 ,而 (VID 之 结果 则 不 然 . 

(VII) (对 (CM) 可 作 局 部 坐标 ) Yp€ M，3f€ 避 (M), 使 
f(p) = 0, df(p) x 0. 

证 . 任 取 4 记 p, 由 (V) (a)， 

dimi((2g + 1)49 — p) = 1 + dimi((28g + 1)9 — 2p). 

取 f Ei((28 十 1)4 一 Pp) 一 1(28 十 1)4 一 22), 则 这 个 f 具 有 性 
质 fCp) = 0,df(p) 0.] 

读者 如 果 熟 悉 Whitney 嵌入 定理 ， 从 (VII 与 《VD 之 系 
6.3， 可 立 证 任 一 紧 黎 曼 面 可 全 纯 嵌 人 Pw C 《对 较 大 的 N)， 见 第 
五 章 4 18 和 21. 

(IX) JIM ) 是 一 元 代数 函数 域 ， 

在 证 明 (QIX) 之 前 ， 我 们 先 叙述 一 下 一 元 代数 函数 域 的 定义 . 
( 域 的 扩充 的 基本 性 质 ,可 参阅 附录 一 .) 

充 的 有 限 扩充 , 即 3ze KK, zx 对 于 C 是 超越 的 ,而 且 [K : C(x)]< 
%, 

注意 : (1) 如 非常 数 的 1e 听 (M)， 则 CC1) 是 C 的 一 次 纯 超 
越 扩充 . 

如 若 不 然 ， 有 P(x) € ClLx](CLx] 是 对 于 C 的 多 项 式 环 )， 使 


9 47 。 


P(1) 三 0, 设 PGx) 一 aox" 十 are 十 :十 ay 则 

POD = aof" + of !'+ + a, 二 0. 
由 此 等 式 推出 f 的 值 域 是 一 个 有 限 集 ,这 便 与 1 是 M 一 5 的 有 限 
叶 分 歧 覆 盖 矛 盾 . 

(2〉 如 KK 是 一 元 代数 函数 域 ，z EK 是 对 于 C 是 超越 的 ， 则 
LK: C(z)] 一 oo， 根据 本 元 元 素 定理 ,每 个 可 分 的 有 限 扩充 一 定 
是 简单 扩充 ,因此 , 3f eK, 使 KR=C(s)(f) = Clz, 了 ). 

下 面 我 们 要 证 明 较 之 (IX) 更 为 精确 的 定理 . 

定理 6.3. 若 M 是 紧 黎 曼 面 ， 则 驶 (M) 是 一 元 代数 函数 域 . 
更 精确 地 讲 : 如 果 z 是 M 上 有 ?个 极点 的 亚 纯 阔 数 《n > 0)， 则 
[mM) : CC(2)] = 4. 

我 们 将 通过 下 面 两 个 引 理 来 证 明 此 定理 . 

引 理 6.4. [SCM) : C(z)] 二 ”。 

证 ， 我 们 命 (z) 一 Z, 一 P,，2Z。 表示 = 的 也 有 零点 所 成 之 
集 , P* 表示 z 的 所 有 极点 所 成 之 集 . 设 人 Bs 一刀 十 Pa 十 …' 十 pn， 
今 无 妨 假定 {pi} 是 判别 的 ( 即 当 i 和 7 时，p; < 六 )。 因 若 不 然 ， 
命 4 为 dz 在 M 上 的 所 有 零点 所 成 之 集 . 取 a€5 一 {z(4), co}， 
则 z 一 a 只 有 单 敌 点 。 因 此 1/z 一 a 只 有 单 极 点 ， 而 C(z) 一 
C (1/z 一 ad)。 因 此 必要 时 可 用 1/(z 一 a) 代替 zx, 

现 对 PP 一身 十 -… 十 pr(pi 互 不 相同 ), 我 们 可 断言 : Yi 一 
1,….，,z, 3 只 (MD) 使 

wi(P) 一 = wilPi) = 0, wi(pi) 一 
先 假设 这 断言 成 立 ， 则 wi,，……, sws 对 于 域 C (1/ xz) (三 C(z)) 
线性 无 关 . 因 若 不 然 ,就 有 deEC(I/z) 使 


Dj uw = 0. (6.3) 
ixwl 
设 8 是 0 ” °°" On 的 分 母 的 最 小 公 售 数 , 命 Yi = Bao, 上 式 (6.3) 
乘 上 pb, 则 得 到 
六 7iii 一 0。 《6,4) 
i=} 
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其 中 , Vi, ri€EC [1/ x1]. 设 4 是 71,，……,7Y; 的 最 大 公 因 子 ， 再 
用 1/z 习 (6.4》， 将 所 得 线性 式 之 系数 仍 记 为 a/，…，, a,。 这 时 
acC[l/z]， 而 且 m,……:e。 没有 非 平凡 的 因子 .因此 oa,-……， 
as EC [1/z] 中 至 少 有 一 个 m 具有 非 零 的 常数 项 。 改 3r 委 wm, 使 
xm …，or-l 的 常数 项 均 为 零 , 而 m 的 常数 项 不 为 零 . 在 点 p, 上 ， 
因 1/z 等 于 0, 故 
a(pr) 一 … 一 op) 一 0。 
而 由 {Wi} 的 取 法 ,知道 
wp ) 一 一 un 加) 一 0. 
因此 等 式 (6.3) 蕴涵 
or( 包 )zor(tr) 一 0， 
但 是 ，%(p,) 关 0 而 wr(pr) 一 1， 故 这 是 矛盾 的 。 因此 在 断言 的 
假设 成 立 下 , 引 理 成 立 . 
关于 这 个 断言 ,如 我 们 愿意 用 上 离散 一 秩 赋 值 理论 , 则 可 由 其 
中 一 条 基本 定理 推 得 ， 这 定理 说 明 在 域 处 (M) 中 ， 存 在 《ww 小， 
使 
{ vowi) > 1 Vi<i, 
ypiCwi) = 0. 
( 见 定义 4.8。) 这 定理 可 见 之 于 O. Zariski and P. Samuel 的 Com- 
mutative Algebra，Volume II， 第 45 页 ,定理 18. 〈 这 本 书 Springer- 
Verlag 在 1976 年 有 重印 .) 
我 们 还 是 用 RR 定理 来 证 明 这 断言 正确 ， 今 取 
EM 一 {p ps}, 
取 率 闫 2g 一 1 十 2 则 有 ( 见 《V) (2)): 
dimi(kg 一 (加 十 … 十 户 -D) 
一 1 十 qim/(ka — (p+ -+ Pp)). 
故 3mrEI(kt 一 (和 十 … 十 加) 一 区 人 一 ( 庙 十 … 十 广 ))， 
这 个 wi 乘 上 一 个 常数 就 满足 我 们 的 要 求 . 
引 理 6.5, [WM) : C(s)] < 
证 ， 设 有 一 组 ww,…*，、wm& D1(M)， 而 且 对 于 C(z) 域 是 线 
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性 无 关 的 . .只 要 证 辣 委 *, 则 引 理 证 毕 。 

今 无 妨 假 定 {wi 的 极点 在 [bp 内。 因 若 不 然 ， 设 
{g5 ,949:} 是 {wi} 的 所 有 在 {: 2 外 的 极点 ({ qi} 未必 互 
相 判 别 ), 命 4; = z (qi1), fj 一 1，5; 又 命 4 一 (一 0 
(z 一 9)， 则 we，tiwm 的 极点 都 在 {pi,…:， ps} 内 , 且 
zl Wivn 亦 是 对 于 C(z) 线性 无 关 的 . 

现 考虑 (r 十 1)m 个 亚 纯 国 数 giwi, 一 1，…，m， 1 一 0， 
1,"……，+。 肥 EZT 充 分 大 ,使 

zizwi € I((R + 7+)Ps), Vi, j. 
注意 这 个 区 选 到 与 + 无 关 , 而 只 与 和 yy，…*, ww 有关。 由 (VYV) 
(a)， 当 充分 大 时 ， 
dimi(( 允 十 7)Ps) 一 (二 7) 十 (1 一 8)。 
由 于 zuwikEL(( 二 7)P), Yi, 7 ， 而 且 无 疑 这 (~ 十 1)m 个 函数 
ziii 是 怠 线 性 无 关 的 (否则 ww， …，。，mwn 将 是 对 于 Clz) 线性 相 
关 ) ,办 此 有 不 等 式 
(r+ Dm 人 (kt rnt+ (1— g), 


十 > 1— 
me (人 二 二 + 十 i， 
命 > 一 十 co, 即 得 关 和 2。 了] 
引 理 6.5 的 证 明 虽 然 较 为 简单 ， 但 是 这 个 证 明 并 不 自然 ，。 现 
在 我 们 用 另 一 方法 来 证 明 此 引 理 , 但 只 叙述 这 个 证 明 的 大 概 .。 这 
个 方法 虽然 较为 繁 长 ,但 是 从 想法 上 来 讲 是 较为 自然 的 . 
首先 我 们 说 明 一 个 事实 , 若 heE 纲 (M), 并 且 [C2)00); 
C(z)] 有 最 大 值 , 划 必 有 路 (CM) = C(z)(h) = Clz, 有 0). 
因 若 不 然 , 则 有 46 时 (M) 一 Clz)(J0), 使 
[IC Cz, fo) (Bh) : Clz, fo0)] =1>1. 
由 本 元 元 素 定理 C(z, 0)(4)( 二 (2)(jo, 4)) 一 定 是 Clz) 上 
的 一 个 简单 扩充 , 故 有 名, 使 
Cz) fo, 4) = Cx) Ch). 


但 是 
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{Cz)(h) :C(z)] 一 [CCz ,jh) :CCz)] 
一 [C(z, fC(h) :CCz 加 )]LC(z，jo): 
C(z) ] 
一 上 作 C(z,j) :Cs)]> [Cz,f0): 
C(z) ]. 
这 便 与 [C(z)(jo) : Cl(z)] 有 最 大 值 了 矛盾 .。 故 有 Clz)(j0) 一 
MCM ). 
现在 我 们 来 证 明 , Yfe NX(M ) 必 有 
[C(2)()) :CCe)] <n. 
这 点 下 加 上 上 述 事实 , 则 就 得 到 引 理 . 

固定 1€ (M). 现在 假定 有 ri(s) € C(z), i = 1,2,.…,7， 

使 

Plz,f) f+ rz)f"! 二 +.… 十 ra(f) = 0. (6.5) 
那 末 自然 有 [CCz)(f) : Cz)] 二 "。 问 题 是 如 何 去 找 rs) …，、 
ra(z), 

现 z 是 M 到 SS 上 的 = 叶 分 歧 履 盖 .， 设 gq€5, 使 s7'(q) = 
{Pi，…… ,ps} 是 判别 的 . 易 知 5 上 除了 有 限 个 点 外 ,其 余 之 点 关于 
z 的 逆 像 集 都 是 判别 的 点 组 成 ， 

命 a 一 ri(z(p))) 一 ri(q9)， 如 果 (6.5) 成 立 ， 则 知道 
1(P1),"… ,1(ps) 是 如 下 WW 的 多 项 式 

W’" 十 ow!i+ .二 a, 
的 所 有 的 根 ,而 a 一 (一 DRi(f(P1),…*，f 失 p,))， 这 里 R; 是 第 
i 个 初等 对 称 多 项 式 , 即 
有 Ri(zi Xa) = 了 >， zi | Cin 
定义 0;:S 一 5， 
QO:(9) 一 (一 LRC ,1 (pa)). 

可 以 证 明 ，09; 是 5 到 5 的 全 纯 上 映照 , 因此 0; 是 有 理 晃 数 . 〈 易 证 
任意 全 纯 的 1 :5 一 5 都 是 有 理 商 数 .)》 

现在 
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Q(z(p7)) = Di) 一 (一 DDRII 加) 有 poD)) 一 mi 

而 
= r(z (p))). 

因此 , 定义 r(x) 一 0;(z) 是 zx 的 有 理 函 数 ,这 个 20;(z) 是 依 
赖 f 构造 出 来 的 。 这 一 过 程 反 过 去 , 就 是 对 Vf€ 跑 (M), 可 以 找 
到 zj(z) € Clz) ,使 有 

Plz,)) ft nit re) = 0 

在 M 上 成 立 , 因此 引 理 6.5 得 证 . 

定理 6.6, 设 愉 与 M' 均 为 紧 歼 曙 曲 面 , 且 域 忱 (M ) 与 串 (M7) 
是 域 局 构 , 则 M 与 M' 同 构 . 《这 定理 是 说 , CM ) 完 全 决定 M .) 

注意 : 因为 我 们 一 向 把 任何 MC(M) 都 看 成 C 的 域 扩充 ,因此 
定理 6.6 所 说 的 钢 (M ) 与 观 (M') 之 间 的 域 同 构 ， 无 形 中 是 假设 
这 是 一 个 对 于 C 的 域 同 构 . 即 是 说 , 这 个 叶 (M) 一 牟 (M ) 的 同 
构 , 当 限 制 于 C 时 是 恒 等 映 照 。 这 个 比较 技巧 性 高 ,而 且 似 平 无 关 
重要 的 假设 ,其 实 是 必需 的 ， 见 章 后 注 记 . 

在 这 书 内 我 们 将 不 会 用 到 这 定理 . 所 以 在 这 里 不 给 出 此 定理 
的 详细 证 明 , 只 给 一 个 证 明 的 概要 . 

证 明 概 要 .所 用 符号 同 前 面 的 引 理 所 用 , 设 f 对 于 C(x) 的 极 
小 多 项 式 为 

了 三 ?十 nz) 十 :十 f(z), 
其 中 (x) € C(z)。 经 过 通 分 母后 得 
GW, 2) 三 SC 了 十 Si 了 十 十 So(z)， 

现在 8(z)e Clz], 而 且 G(f, xz) 一 0 

GlW ,zx) ECIW ，z] 是 一 个 代数 函数 ,而 且 GW, z) 在 
CIW , z] 中 是 不 可 约 的 。G(W , zx) 三 0 是 决定 了 一 个 > 在 C 上 
的 = re 也 印 对 每 个 2 “ 除 有 限 多 sz 《例外 ),W (z) 
个 间 信 全 下 表 娄 Wi(#),.-, W, a), 使 G(W i(z)， ,二 0, Vi; 
而 且 每 个 W(x -者 是 任 -个 Bis) 的 解析 开拓 .由 {WW:(*)} 可 
包 诱 导出 一 个 黎 曼 面 Mo, 使 WW(z) 在 Mo 上 是 一 个 单 值 全 纯 话 
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数 。M。 就 是 所 谓 代数 函数 G(W ，z) 的 歼 曼 面 . (这 个 Mo 就 是 
历史 上 黎 曼 面 的 起 源 ， 关于 M。 的 构造 ,可 参阅 后 面 $ 10.) 

由 Me 的 构造 的 定义 , 立 可 看 出 存在 一 个 典范 的 映照 p : M 一 
Mo, 且 ? 是 双全 纯 的 . 注意 : Ms 的 构造 只 依赖 于 9F(M ) 

同 理由 叹 CM”7 可 构造 Mo， 因此 如 果 (CM) 与 对 CM”) 是 
域 同 构 , 则 M6 与 Mi 一 定 是 同 构 的 . 故 M 与 M' 同 构 . 

定理 6.6 说 明 , 研 究 M 是 与 研究 这 个 一 元 代数 函数 域 MW(M ) 
等 价 的 . 这 就 是 用 代数 方法 来 研究 黎 曼 面 的 第 一 步 ( 见 引 言 )， 

关于 构造 Mo 的 较为 详细 的 说 明 , 可 以 见 之 如 下 书 中 : 

l.L. V. Ahlfors, Complex Analysis, 2"* Edition, 1966, Chapter 
8, $§$§1—2(= 1 Edition, Chapter 6, $$§ 1—2). 

2. K. Knopf,Theory of Function, Part two, 1947, Chapter 5, 

3. G. Springer, Introduction to Riemann Surfaces, 1957, Chapter 


(X) 椭圆 函数 

椭圆 函数 是 一 门 很 大 的 学 问 , 它 的 发 现 和 随后 的 发 展 ,是 十 九 
世纪 数学 史上 最 辉煌 的 一 页 .， 它 在 近代 的 代数 几何 和 代数 数论 中 
还 占 一 个 中 心 的 地 位 ， 这 里 我 们 只 能 介绍 最 皮毛 的 知识 ， 关 于 这 
方面 的 蔬 ,最 详尽 的 是 REFricke 的 两 大 册 : Die Elliptischen 
Funktionen und ihre Anwendungen, Volume I (1916), Volume 
I1 (1922)， Teubner Verlag， Leipzig。 从 初等 的 观点 来 讨论 补 
圆 函 数 而 且 较 为 完善 的 ， 有 FE。T。Copson 的 书 内 第 13 至 15 章 
(An Introduction to the Theory of Functions of a Complex Variable 
Oxford，1935 ) 。 

我 们 这 里 讲 椭 贺 函 数 的 目的 ， 是 把 RR 定理 应 用 到 一 个 具体 
的 情况 ， 一 来 希望 增进 对 RR 定理 的 了 解 ， 另 一 方面 也 希望 提供 
一 个 较 抽 象 和 概念 上 较 完 善 的 观点 , 使 大 家 能 够 了 解 如 Copson 书 
内 的 一 些 较 技 巧 化 的 计算 ， 

现在 不 加 证 明 地 , 先 说 一 说 这 方面 的 基本 知识 。 黎 曼 面 理论 
中 一 个 重要 定理 是 ; 
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则 六 与 SC 或 A( 单 位 圆 ) 三 者 之 一 同 构 . 

今 设 M 是 一 个 紧 黎 曼 面 ， 命 让 为 M 的 万 有 覆盖 ， 衣 是 一 单 
连通 黎 曼 面 . 且 

当 g(M) 一 0 时 , 艇 衬 5S( = 表示 同 构 )， 

当 g(M) 一 1 时 ,好 = C， 

当 gM)>1W 时 ,a A. 

习题 、 证 明 上 述 结论 。 (提示 : 第 一 个 结论 已 在 上 面 (ID 中 
证 明 ,， 如 gC(M) 之 1, 命 x: 放 一 M 为 覆盖 映照 ， 并 命 T 为 其 办 
鞋 变 换 群 . 如 角 一 C, 则 工 内 每 一 元 为 C 一 的 一 个 双全 纯 , 无 
辕 定 点 的 映照 。 由 此 证 明 7 《T= 之 7(z) 一 z 十 a, a 《CC (参阅 
引 理 3.8).， 因而 推出 M 宕 C/4, 4 为 C 内 一 个 格 , 风 gCM)=1. 
据 单 值 化 定理 ,可 知 如 g(M) > 1 则 前 空 AA, 

命 冬 的 自 同 构 群 ( 即 所 有 和 位 一 位 的 全 纯 1-1 对 应 ) 为 G， 如 
竺 一 C, 则 G 一 {zF>az 十 b,a€C,5beC} 如 人生 一 人, 则 


G 一 | zF>o” “一代 ， oe€R, a eA]. 
l—az 


又 命 T 为 =: 角 一 M 的 要 盖 变 换 群 如 上 ， 则 本 为 G 内 的 离散 子 
群 . 

现 可 讨论 两 个 亚 纯 函 数 域 吐 (M ) 与 听 ( 衣 ) 之 间 的 关系 。 命 
mr( 铬 ) 为 路 ( 府 ) 内 所 有 了 不 变 的 函数 ， 即 fe mr( 科 ) <> 
fe NC 科 ) 而 且 Vr ET, Vse 季 , yz) 一 /1(z). 此 亦 表示 Vze M ， 
jir( 亲 ) 内 每 元 在 x-'(z) 上 每 点 取 相 同 的 值 ，Rr( 谣 ) 显然 是 一 个 
域 .， 定义 

pp : MM)— MM), ph) > ho VhE MM ). 
9 诱导 一 个 员 (M ) 与 对 K( 般 ) 的 域 同 构 。 称 Xr( 冬 ) 为 妈 上 的 工 
自 守 函数 域 ， 由 RR 定理 知 , 若 M 紧 致 , 则 骂 (M ) 为 一 个 无 限 维 
的 向 量 空间 ， 在 这 种 情况 下 , 故 知 好 上 有 非 零 的 了 自 守 函 数 ， 如 
果 M 为 C/4, 则 称 这 种 在 C 上 的 工 自 守 函 数 为 椭 加 函数。 在 下 面 
我 们 将 由 这 观点 去 讨论 椭 贺 函数 ， 但 须知 在 1820 年 代 ，Abel 和 
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Jacobi 发 现 这 种 冰 数 时 , 并 未 有 黎 曼 面 、 万 有 覆盖 的 概念 , 更 未 有 
RR 定理 ， 在 人 上 的 自 守 函数 的 存在 ， 是 在 1880 年 代 由 Poincaré 
和 Klein 首先 证 明 的 ， 

如 M 是 一 个 非 紧 的 黎 受 面 , 则 不 但 有 非常 数 的 亚 纯 函数 ,甚至 
有 很 多 的 全 纯 函 数 (Behnke-Stein 定 吾 ). 因此 同 理 , 如 M 是 一 个 任 
意 的 黎 曼 面 , 了 是 万 有 覆盖 : 艇 一 M 的 覆盖 变换 , 则 闻 上 恒 存 
在 非常 数 的 T 自 守 函 数 ， 这 个 由 一 般 的 黎 曼 面 理论 去 讨论 自 守 函 
数 的 观点 , 基本 上 是 Kiein 的 ，Poincaré 的 看 法 则 不 同 . 设 季 = 
人 和 从, 如 果 T 是 G 内 的 一 个 离散 子 群 (不 提 黎 曼 面 )， 而 且 了 工 满足 某 
数 ， 这 构造 固然 可 以 在 这 里 直接 写 下 来 ,但 这 不 是 太 有 启发 性 的 ， 
我 们 倒 不 如 打 一 个 比方 ， 首 先 重 述 一 下 Weierstrass 的 第 椭 贺 函 
数 ， 如 A 二 (a, w2)) 是 C 上 的 一 个 客 ( 见 $3, 例 名, 则 可 定义 
一 个 离散 群 了 = {zF>z 十 mots3M€EL ,mEZ}. TT 是 
C 的 自 同 构 群 的 子 群 。 那 末 Weierstrass 的 构造 可 写 为 : 

1 1 1 
OT blre - 7) (6.6) 

注意 : 这 是 直接 用 了 写成 的 级 数 . 现在 设 有 公 的 自 同 构 群 的 离散 
子 群 了, Poincar 用 相似 的 办 法 ,直接 把 了 写 进 一 类 级 数 ( 后 代称 之 
个 适当 的 了 自 守 形式 的 商 就 是 一 个 了 自 守 函 数 。Poincar 这 想法 ， 
特别 是 Poincaré 级 数 的 构造 ,对 近代 高 维 自 守 函数 的 研究 ,是 有 决 
定性 影响 的 . 

现在 我 们 回 到 这 书 的 主题 .不 假设 任何 对 椭圆 函数 的 认识 ， 
而 利用 (IX) 的 定理 去 定义 和 研究 Weierstrass 的 第 浮 数 . 

设 M 一 C/4;,4 一 ((1, rz))， 其 中 fw(z)>0《 见 定理 3.9)， 
故 g(M) 一 1. 已 知 存 在 一 个 BE 观 (C/A), 使 和 了 的 唯一 极点 在 
原点 . 且 是 双 极点 ( 见 (VD, 系 6.4)， 如 把 第 看 成 C 上 的 函数 ( 参 
阅 上 面 p 的 定义 ), 则 和 满 足 久 (2 一 (1 十 z) 一 了 (z 十 7). 此 
即 所 谓 争 是 双 周 期 秀 数 . 
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在 原点 附近 将 第 用 Laurent 级 数 展开 : 
第 一 -人 二 -二 az 十 
Y 2 


在 C/4 上 原点 是 第 之 唯一 极点 ,而 且 dz 是 C/A 上 一 个 永 不 
等 零 的 全 纯 微 分 , 故 乙 bpResp($dz) 一 0 一 a-1 《3 引 理 4.15)， 因 此 
可 将 凶 正 期 化 为 


Py) 一 I 十 az 十 42 十 -。。 (6.7) 
2 


断言 : (6.7) 中 所 有 末次 项 均 为 0. 
因为 $B(z) 一 (一 z) 是 全 纯 函 数 (在 原点 之 极点 相 消 ), 而 
且 在 原点 等 于 0, 而 根据 其 双 周 期 性 , 它 是 有 界 的 , 因此 (2) 一 
(一 2z) 二 0。 这 就 表示 
$2) 一 有 (一 z) 一 2a 十 2ciz3 十 … 三 0， 
因而 wn 一 0,n 一 0, 1,2.…. 
现在 $$(z) 一 委 ( 一 z) 是 偶 函 数 ,P(z) 有 展开 式 


币 (一 方 十 oa 十 wii 十 -十 ionsr 十-… 


$ (2) 一 二 二 十 2caz 十 4042 十 … 
2 


(BOF= 6 
名 已 


( 肌 ( 扩 六 一 二 十 32 十 3 十 -… 
名 名 


已 知 [MCC/4) : C($)] 一 2, P 是 奇 函数 , 故 PCO). 
因此 

Weierstrass 定理 . mC/A) 二 CP, PB). 

这 个 定理 表示 任何 椭 回 函数 都 是 季 和 物 的 有 理 函 数 。 椭圆 
函数 是 很 多 的 ，Weierstrass 定理 表示 研究 椭圆 函数 可 以 从 研究 $3 
着 手 . 
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既 知 [C$)《$) : CC$)] 一 2, 所 以 第 是 对 于 C($) 的 一 个 
代数 元 素 , 而 且 其 极 小 多 项 式 是 2 次 的 .因为 
( 乳 守 一 4 畦 十 20c 和 十 28a (6.8) 
是 在 C/4 上 是 没有 极点 的 一 个 椭圆 函数 ,而 且 在 原点 为 0, 因此 
《6.8) 式 恒 等 于 0。 因 此 有 
定理 6.7.。P 对 于 C 《$B) 的 极 小 多 项 式 为 
109) 一刀 一 4 十 8 第 十 8 
其 中 和 一 204;，g; 一 28 ea。 亦 即 有 满足 如 下 方程 
($= 4P— gp — gs. (6.9) 
从 (6.9) 可 以 用 逆 推 的 方法 将 凶 的 所 有 系数 都 推出 来 . 
现在 为 表示 较为 方便 , 仍 记 4 = {(w1，w2)}. 


(a) 断言 : 再 的 零点 在 后 ， 空 和 亿 二 各， 而 且 都 是 单 极 


证 . 由 Ps) 一 有 (一 >) 一 种 (一 = 十 ci)， i=1,2, 


CE 


因此 (a) 一 0, i 一 1, 2。 同 理 可 证 (各 土 后) -i. 
因为 凶 只 有 一 个 极点 在 原点 ,而 且 是 3 重 极 点 ， 因 此 鱼 ， 
空 鱼 二 后 都 只 能 是 罗 的 单 替 点 .] 
命 e1; el 63 为 4 一 gw 一 之 三 个 根 ,因此 
4 哮 一 8 和 一 区 天 4( 币 一 ec)( 囊 一 ce2) (BB CO— es), 
(b) 由 〈6.9) ， 知 
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这 el， eay es 均 不 相同 ， 因为 是 两 叶 闭 盖 (S 的 ). 因此 对 任 
一 值 只 能 取 两 次 . 现 由 委 ( 全 ) 一 0, 故 a 已 在 健 处 被 利 取 2 
次 ,因而 ef 关 eyel 关 e3。 同 理 可 证 ea se3。 

由 4w 一 gw 一 g 之 根 都 不 相同 , 故 它 的 判别 式 (discriminant) 
一 定 不 等 于 0, 亦 即 

Ao= 8g — 27g: < 0. 

上 面 的 讨论 是 一 种 定性 的 讨论 。 对 包 (z)》 作 深 一 层 的 研究 是 
需要 用 有 (sz) 部 分 分 式 表 示 来 讨论 的 。P 了 Cz) 依赖 于 工 的 部 分 分 式 
表示 为 ( 见 (6.6)) 


1 
P+ + De 一 - 动 . 
在 这 里 , 我 们 不 打算 讨论 怎样 由 (6.7) 去 证 明 $(z) 有 这 个 部 
分 分 式 表 示 , 却 要 用 这 表示 来 略 述 上 面 Ao*0 的 重要 性 
上 面 的 讨论 告诉 我 们 争 是 依赖 于 格 4 的 ， 因 此 为 明确 起 见 亦 
可 将 它 记 为 第 。 现 在 有 一 个 反问 题 , 如 给 定 pa， g;《 C, 是 否 存 在 
格 4, 使 函数 满足 


吕 一 二 十 a 二 art 十 0 


8 一 2022，83 一 28242 
上 面 的 结果 说 明 ， 这 个 问题 有 解 的 必要 条 件 是 Ao 一 中 一 
27g3 丰 0。 椭 圆 函数 论 内 一 个 基本 定理 说 ，Ao 关 0 也 是 这 问题 有 
解 的 充分 条 件 ( 见 Copson 的 书 内 $ 15.31)。 这 定理 在 代数 几何 上 
的 意义 ， 就 是 ，As ss 0， 是 一 个 楷 加 曲线 六 一 441 一 er 一 8, 能 
被 有 (sz) 参数 化 的 充 要 条 件 . 
在 结束 这 个 椭 贺 冰 数 简介 之 前 ， 我 们 要 说 一 说 这 种 函数 的 历 
史 背 景 . 由 (6.9) 得 
9 -~ 
(48: 一 8 事 一 8) 
命 w 一 P(z), 则 xzF> ww 是 一 个 从 C/4 到 5 的 两 叶 覆 盖 ， 除 
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了 w = el 63 6@3 与 co 四 点 外 ,由 反 贡 数 定理 〈inverse function theo- 
rem) 可 知 > 一 q(w) 在 3 一 {el，c:，es， co} 上 是 局 部 存在 
的 。 因此 上 面 的 等 式 可 写成 

dw/z -~ 1 

(4 一 Bow 一 8 
从 而 得 

4  - 

《4z3 一 B20 一 83)2 
设 1, 10€5 一 {6 ee 00}, 且 7 是 从 加 到 上 的 一 个 避 开 {e1, 
cay ca， oo 的 曲线 。 沿 Y 上 积分 , 则 有 


/ dw ,~ 
| 二 二 | ez z(t) — z(t0) 


dz, 


= $10) — $n). 
即 是 说 , 左边 的 积分 , 定义 了 一 个 函数 ,这 函数 是 的 反 函 数 ， 特 
别 如 果 将 积分 限 在 实 线 尺 上 , 则 有 Ve R, vx R， 
DP 
CO P= | Tr 
这 公式 大 有 来 历 。 自 十 七 世纪 来 微 积分 问世 后 不 久 , 人 们 就 知道 
如 R(x,y) 为 x*、y 的 有 理 函数 , 则 : 


RG, Var + 5) dx 


(6.10) 


和 
[RC Va 十 bx 十 c )dx = 初等 函数 . 


网 如 ， 志和 一 sm， 但 对 于 积分 
一 x 


Re， V ai 十 ，… ,十 oo)daxr， 


je， ax 十 .… .十 oo)dxz， 
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有 100 年 左右 找 不 到 什么 结果 ， 那 时 人 们 把 这 种 积分 称 作 模 园 积 
分 ， 因 为 在 计算 枉 圆 的 弧 长 时 出 现 这 种 积分 ,〈6.10) 的 右边 就 是 
一 个 椭 贺 积分。 法 国 大 数学 家 Legendre 花 了 四 十 年 功夫 写 了 四 大 
册 ， 来 研究 这 种 积分 ， 但 是 没有 什么 肯定 的 结果 .在 1820 年 代 ， 
Abel 和 Jacobi 各 目 发 现 这 些 积分 的 重要 性 ,是 由 于 它们 表示 一 个 
双 周 期 多 数 的 反 函 数 ( 见 (6.10))， 这 个 绝 不 明显 的 定理 ,是 十 九 
世纪 数学 的 一 个 高 峰 ，Abel 在 这 方面 的 工作 特别 重要 ,参阅 

Pp. A, Griffiths, Variations on a theorem of Abel, {Inventiones 
maith., 35 (1976), 321—390, 

注 记 

4$5. 像 4(Y) 一 一 X(M) 这 种 断言 两 个 不 同 的 不 变量 必 相 等 
的 结果 ,数学 上 很 多 有 名 的 定理 都 是 属 同一 类 的 . 这 里 举 一 些 例 ， 
和 提供 一 些 参 考 文献 .〈1) Hopf 的 向 量 场 指数 定理 . 

J. W. Milnor, Topology from the Differentiable Viewpoint, 
University Virginia, 1965, (§6), 

M. Hirsch, Differential Topology, Springer-Verlag, 1976. (Chap- 
ter 6,$3) 

(2) Gauss-Bonnet 定理 ， 在 二 维 时 是 经 典 的 。 ?# 维 的 推广 ， 
是 由 Allendoerfer-Weil 首先 发 现 的 但 陈省身 所 给 的 证 明 : 却 是 划 
时 代 的 贡献 。 Hicks 书 内 有 初步 的 介绍 ， 

C. B. Allendoerfer and A. Weil, the Gauss-Bonnet theorem for 
Riemannian Polyhedra, Transaction Amer. Soc. 33 (1943),， 301 一 
129. 

S. §. Chern, A simple infrinsic proof of the Gauss-Bonnet formu- 
ja for closed Riemannian manifolds, Annals of Math. 45 (1944), 747—- 
752, 

N. J. Hicks, Note on Differential Geometry, D. Van Nostrand, 
1965. (Chapter 8) 

(3) Hodge 定理 。 这 定理 说 在 任 一 紧 可 定向 黎 曼 流 形 上 ， 所 
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有 次 数 等 于 ”的 调和 形式 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 其 维 数 等 于 M 
的 第 Pp 个 Betti 数 。 Hodge 原著 的 书 还 是 值得 看 的 , 但 毫 无 疑问 
这 定理 最 完善 的 讨论 是 de Rham 的 书 内 第 五 章 . (Hodge 定理 的 
另 一 个 形式 ,我们 在 $11 有 讨论 ). 

W. V. D. Hodge, The Theory and Applications of Harmonic 
Integrals, Cambridge University Press, 1952, 

G. de Rham, Variétes Différentiable, Hermann, 1960., 

《4)》 Ricmann-Roch 定理 ， 在 黎 曼 面 上 ， 这 定理 将 在 本 书 内 
证 明 . 在 x 维 上 的 推广 , 先 由 Hirzebruch 证 有 明 , 后 来 Grothendieck 
得 到 更 广义 的 结果 。 现 在 我 们 知道 Atiyah-Singer 的 指数 定理 , 是 
包括 Hirzebruch 的 定理 在 内 的 。 参阅 Hirzebruch 的 书 , 特 别 是 附 
录 ($ 22 一 $ 26) ,和 Shanahan 的 半 报 道 性 的 书 . 

F. Hirzebruch, Topological Methods in Algebraic Geometry, Third 
cnlarged edition, Springer-Verlag, 1966, 

P. Shanahan, The Atiyah-Singer Index Theorem, Springer-Verlag 
Lecture Notes, 1978, 

紧 二 维 流 形 (曲面 ) 的 亏 格 和 Euler 示 性 数 ， 下面 两 本 初步 的 
拓扑 书 有 讨论 的 . 

H. Seifert and W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Teuhner— 
Verlag，Leipzig，1934. 《有 中 译本 ) 

W. S. Massey, Algcbraic Topology : An Introduction，2"4 Prin- 
ting，Springer-Verlag，1977。 

在 高 维 时 ,因子 的 定义 是 较 复杂 的 。 那 时 “点 ?将 被 " 余 维 等 于 
1 的 子 艇 ”代替 同时 因子 的 “次 数 ? 要 被 陈 类 代替 . 见 第 五 章 的 
4 19 和 Griffiths-Harris 书 内 Chapter 1，$ 2， 

P. A. Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, 
John-Wiley and Sons, 1978, 

$ 6。 曲面 拓扑 的 基本 知识 , 见 上 述 Massey 和 Seifert-Threlfall 
的 书 . 

在 讨论 RR 的 公式 时 ,我 们 提 到 了 一 些 g 一 3 的 黎 曼 面 上 有 
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一 点 了 使 dmi(2p) 二 1., 这 个 点 就 是 所 谓 Weierstrass 点 的 一 个 例 
Riemann surfxce)， 如 一 个 黎 受 面 的 亏 格 & > 2, 则 其 Weierstrass 点 
的 总 数 满足 28 十 2 < < 和 (g 一 1)g(g 十 1D)。 关于 这 方面 的 
基本 定理 ,可 参阅 上 述 Griffiths-Harris 的 书 内 Chapter 2，$§3, 4, 或 
Gunning 的 书 内 §§97,8,10 三 节 . 

R. C. Gunning, Lectures on Riemann Surfaces, Princeton Uni- 
versity Press, 1966. . 

(V) 一 (VIIL) 很 具体 的 说 明 , 紧 黎 曼 面 上 存在 很 多 亚 纯 函 数 ， 
这 个 结论 ,从 某 一 观点 看 来 ,可 说 是 RR 定理 最 重要 的 结论 .因为 
RR 定理 基本 上 是 一 个 存在 定理 : 它 保证 亚 纯 函数 的 存在 ， 对 比 
之 下 , 一 般 高 维 紧 复 流 形 不 一 定 具 有 非常 数 的 亚 纯 函 数 。 更 深 一 
层 , 如 有 亚 纯 函 数 则 有 因子 。 但 存在 复 曲 面 (二 维 复 流 形 ) 其 至 不 
具有 任何 因子 的 . 《注意 , 复 曲 面 上 的 因子 就 是 复 曲线 .) 这 方面 的 
一 个 简单 的 例子 可 在 Shafarevich 书 内 ,第 354 页 Example2 找到 . 
对 于 一 般 没有 复 曲 线 的 曲面 的 研究 ,经 典 著 作 是 Kodaira 的 全 集 . 

I. R. Shafarevich, Basic Algcbraic Geometry, Springer-Verlag, 
1977。 

.K. Kodaira, Collected Works, Volumes 1, Il, HI, Iwanami Shotcn 
publishers-Princeton University Press, 1975. | 

《II 的 系 提供 了 对 于 在 高 维 情形 时 ,其 全 纯 形式 的 零点 与 拓 
扑 关系 的 研究 。 这 问题 似乎 完全 被 忽略 了 .相反 的 ， 在 高 维 紧 复 
流 形 上 全 纯 向 量 场 的 零点 的 研究 ,已 有 很 丰富 的 文献 . 见 Kobaya- 
shi 书 中 第 II 章 ， 

S$. Kobayashi, Transformation Groups in Differential Geometry, 
Springer-Verlag, 1972. 

在 UV) 中 提 到 的 紧 黎 曼 面 上 的 Bergman 度量 , 可 参考 下 面 
的 文献 。 Lewittes 的 文章 是 首次 研究 这 问题 的 。 Stehlé 的 报告 总 
结 了 这 方面 的 结果 ,包括 高 维 上 的 推广 .这 问题 很 信 得 重 视 ,特别 
是 Bergman 度量 与 复 结构 形变 的 关系 ( 见 第 一 章 , $ 3 的 注 记 )， 
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1. Lewittes, Differentials and metrics on Riemann Surfaces, Tran- 
saction Amer. Math. Soc., 139 (1969), 311—318, 

J. L. Stehlé, Sous-espaces de Weierstrass, Fonctions de Plusieurs 
Variables Complexes 开 (Séminaire Norguet), Springer-Verlag, Leciure 
Notes in Mathematics, Volume 482, 337—350, 


这 个 在 〈IV) 中 提 到 的 G = > w:@61， 所 以 被 称 为 Bergman 度 


量 ,原因 是 有 一 个 一 般 性 的 构造 ,使 在 任何 复 流 形 上 可 以 定义 一 个 
(可 能 是 退化 的 ) Bergman 度量 .要 了 解 这 构造 ,可 参阅 : 

A. Weil, Introduction a Erude des Variktts Kableriennes, Her- 
mann, 1958, pp. 59 一 65, 
如 果 这 复 流 形 是 C" 上 的 一 个 有 界 域 ， 则 这 构造 就 是 Bergman 在 
1922 年 首先 提出 的 方法 ， 这 方面 可 见 ; 

陆 启 钾 , 多 复 变 数 函 数 引 论 ,科学 出 版 社 , 1961〈 第 二 章 )， 

在 《VII) 中 提 到 ,由 《VD 系 2 及 《VIHI》 立 可 证 明 一 个 嵌 
入 PyC 的 定理 . 这 是 需要 熟悉 微分 流 形 的 Whitney 媒人 定理 才 
能 了 解 的 。 关 于 后 者 的 一 个 简单 的 证 明 , 可 在 下 列 de Rham 书 内 
12 一 16 页 内 找到 |， 

G, de Rham, Varittés Différentiable, Hermann, 1960, 

关于 〈IKX) 内 的 定理 6.6, 有 几 点 是 值得 注意 的 .第 一 , 如 果 
M , M “是 两 个 紧 黎 曼 面 ,是 有 6 : MC(M ) 一 唆 (M') 是 一 个 域 同 
构 .要 是 91 C 不 是 的 便 等 映照 , 则 M 与 M' 不 一 定 同 构 。 这 样 
的 例子 ,在 下 列 Heins 的 书 391 一 392 页 中 可 找到 .其 次 ,如 果 M、 
M' 是 两 个 非 紧 的 黎 曼 面 , 则 与 定理 6.6 相当 的 定理 也 成 立 ， 这 就 
是 了 HH, Iss'sa 在 1966 年 才 证 明 的 定理 (Iss"sa 据说 就 是 著名 的 代数 
几何 学 家 H. Hironoka 的 笔名 )， 最 后 ,如 果 M 与 M “是非 紧 的 黎 
曼 面 ,有 9 : 4(M) 一 4(M') 是 它们 的 全 纯 函 数 环 的 环 同 构 , 且 
epjC 是 恒 等 揣 照 , 则 M 与 M' 同 构 。 这 一 类 的 结果 , 在 Alling 的 
总 结 报告 内 有 讨论 . 


N. L. Alling, The valuation theory of meromorphic function 
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fields, Proceedings of Symposia in Pure Math., Volume Xl, Americdn 
Math. Soc. Publications, 1968, 8—29. 

H. Iss’sa, On meromorphic function fields on a Stein Variety， 
Annals of Math. 83 (1966), 34—46. 

M. Heins, Complex Function Theory, Academic Press, 1968., 

定理 6.6 是 黎 曼 面 的 特有 性 质 ， 在 高 维 时 是 不 成 立 的 ， 如 果 
M、M” 是 两 个 = 维 的 代数 入， 且 它 们 的 亚 纯 函数 域 骂 (M) 与 
mC(M') 之 间 有 一 个 对 于 C 的 域 同 构 ( 即 在 C 上 是 恒 等 映 轨 )， 则 
只 能 说 M 与 M 之 间 有 一 个 双 有 理 对 应 (birational correspondence). 
即 是 说 , M 上 有 一 开 集 玉 ，M 上 有 一 开 集 W', 使 M 一 W 和 
M 一 Ww' 都 是 维 数 小 于 * 的 一 些 于 徐 , 且 信 与 W' 是 复 流 形 同 构 . 
如 4 一 1, 则 这 概念 和 黎 曼 面 同 构 等 价 ( 见 定义 3.7 后 之 习题 ), 故 
有 定理 6.6. 可 参考 Griffiths-Harris 书 内 第 IV 章 $ 2 ,或 Hartshorne 
书 中 第 I 章 $ 4 和 第 V 章 $ 5. 

R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag, 1977. 

在 .(X) 中 提 到 的 Poincart-Koebe 单 值 化 定理 ,是 全 个 复 流 形 
理论 内 最 重要 和 最 美好 的 定理 之 一 ， 我 们 可 以 举 一 个 例 来 说 明 它 
的 重要 性 。 如 果 M 是 一 个 ( 实 ) 2 维 的 拓扑 流 形 ,微分 拓 扩 的 一 个 
基本 定理 说 M 一 定 具 有 微分 结构 ( 见 上 述 M. Hirsch 的 书 内 的 文 
献 )， 但 任何 二 维 的 微分 流 形 一 定 具 有 复 结构 , 即 是 说 可 引进 一 个 
黎 曼 面 的 结构 ( 见 上 述 Hicks 的 书 , $9.5)。 因 此 任何 一 个 二 维 的 
拓扑 流 形 一 定 与 一 个 黎 受 面 同 有 是 由 单 值 化 定理 , 立 得 如 下 的 基 
本 结果 : 

定 再、 一 个 单 连 通 的 二 维 拓扑 流 形 ,要么 是 与 球面 同 及 ,要 么 
是 与 尽 同 胚 . 

这 一 个 纯 然 是 拓 托 的 定理 ,但 却 可 用 一 个 分 析 的 定理 ( 单 值 化 
定理 ) 来 证 明 。 这 就 提示 出 一 个 意外 的 分 析 与 拓扑 之 间 的 密切 关 
系 。 这 个 关系 可 说 是 还 未 完全 了 解 的 . 而 且 ,在 三 维 流 形 研究 时 ， 
这 样 的 关系 是 否 存 在 ， 目 前 是 一 个 很 受 注意 的 问题 ， 单 值 化 定理 
的 证 明和 讨论 ,可 参考 : 
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H. Weyl, The Concept of a Riemann Surface，3"d edition, Addi- 
son-Wesley Publishing Co. 1955. ($20) 

G. Springer, Introduction to Riemann Surfaces, Addison-Wesley 
Publishing Co. 1957, (Chapters 8, 9) 

如 果 我 们 说 RR 定理 是 紧 黎 曼 面 理论 内 最 基本 的 定理 ， 则 可 
说 Behnke-Stein 定理 是 非 紧 黎 受 面 理论 内 最 基本 的 定型 了。 后 者 
的 证 明 可 参阅 ”Guenot-Narasimhan 文 内 ChapitreV 或 Narasimhan 
书 内 $ 3.10. 

J. Guenot and R. Narasimhan, Introduction a la théorie des Sur- 
faces de Riemann, 

L’ Enseignement Mathémarique, 21 (1975), 123—328. 

R. Narasimhan, Analysis on Real and Complex Manifolds, North- 
Holland Publishing Co-，1968. 

椭圆 函数 更 深 一 步 和 较 近 代 的 研究 ,可 参考 Lang 的 节 ， 在 这 
书 内 第 三 章 , 可 见 为 什么 Ao 关 0 是 如 此 重要 . 

S. Lang, Elliptic Function, Addison-Wesley Publishing Co., 1973, 

严格 来 说 , 椭 贺 函数 的 研究 是 自 守 函数 研究 的 一 部 分 。 自 守 
请 数 和 自 守 形式 是 现代 数学 的 中 心 课题 之 一 ， 特 别 是 由 于 近年 来 
R. Langlands 在 这 方面 的 结果 和 想法 ， 这 方面 的 研究 , 干 卡 到 数学 
内 几乎 每 一 部 门 。 李 氏 理 论 (Lie theory) 尤其 重要 .研究 的 重点 ， 
是 要 对 代数 数论 能 有 更 深入 的 了 解 . 这 方面 的 文献 多 得 不 可 胜 
数 . 下 面 两 本 较 初 步 的 节 ，Gunning 的 是 一 维 的 ,而 Baily 的 是 高 
维 的 . 

R.C，Gunning，Lectures on Modular Forms，Princetion Univer- 
sity Press, 1962. 

W. L. Baily, Introductory Lectures on Automorphic Forms, 
Princeton University Press-Iwanami Shoten Publishers, 1973, 
在 高 维 自 守 函 数 的 研究 ，C. L. Siege 不 但 是 先驱 者 ,而 且 最 重要 
的 人 物 之 一 . 下 面 三 册 , 是 他 从 历史 的 观点 , 来 讨论 复 变 函数 ( 特 
别 是 椭圆 函数 和 自 守 函数 》 理 论 在 过 去 三 个 世纪 的 发 展 ， 这 是 很 
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值得 推荐 的 书 ， 

C. L. Siegel, Topics in Complex Function Theory，Volume 1， 
lI, ll, John-Wiley and Sons, 1969, 1971，1973, 
另外 有 一 本 书 与 Siegel 的 三 本 书 基本 精神 相 类 ， 但 需要 对 代数 数 
论 有 较 深 入 认识 的 ,这 是 : | 

A. Weil, Elliptic Functions According to Eisenstein and Kro- 
necker, Springer-Verlag, 1976., 
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第 三 登 ”Riemann-Roch 定理 的 证 明 


在 上 章 中 我 们 用 因子 的 概念 写 下 了 Riemann-Roch 定理 . 在 
这 章 里 我 们 首先 指出 每 个 因子 DD 都 诱导 一 个 全 纯 线 从 上 一 4(D) 
($7)。 在 定义 了 工 的 截 影 层 0(L》 和 它 的 上 同调 群 以 后 ($ § 8， 
9)、 我们 把 RRI 重新 用 8(L) 的 上 同调 群 来 解释 〈$ 12, RRIII)， 
然后 加 以 证 明 . 这 个 证 明 的 主要 工具 是 Serre 的 对 个 定理 ($ 11). 
要 证 明 这 对 偶 定 理 ,我 们 选取 Hodge 调和 积分 的 途径 。 Hodge 定 
理 本 身 的 证 明 ， 需要 用 较 多 的 古典 分 析 。 这 方面 的 详细 讨论 将 留 
待 第 四 章 . 


$7 全 纯 线 从 


这 里 我 们 仍 假设 M 为 紧 曲 面 ， 但 下 面 全 纯 线 从 的 定义 是 一 般 
性 的 , 它 对 非 紧 的 黎 曼 面 亦 同 样 成 立 . 
定义 7.1. x : L -> M 称 为 M 上 的 全 纯 线 从 ,如 果 : 
1) 工 是 二 维 复 流 形 ,* 是 到 M 上 的 全 纯 映照 ; 
2) 存在 对 的 一 个 开 覆 盖 {WW。}, 及 双全 纯 上 映照 {w。}: 
be: AWe) > Wa X C， 
使 得 对 于 Yx € W。 有 
Pel (x) :x's) > {rx} x C; 
3) 对 于 Ya.8, 具有 WW 站 Wo 关中 者 ,存在 全 纯 映 照 
fie:WNW>C*(=C— {0)), 
使 得 对 于 Vz € WNW， 
Palz, ya) = BB'z, y8) ES ya = ful2) yg, 
其 中 (xz, ys) EW XC, (z,y0) E We x CC. 
一 般 我 们 称 工 为 全 纯 线 从 《为 简便 起 见 ,有 时 只 称 线 从 )，M 
。 67 。 


borhoods, 简写 为 STN)。{ 有 8} 称 为 连接 函数 ， 这 里 应 注意 者 ,从 : 
W。 站 We 一 C* 是 处 处 不 取 0 值 的 全 纯 肖 数 ,因而 1/fs 存在 且 全 
纯 ， 

从 工 的 定义 中 我 们 看 到 , 工 局 部 考虑 时 就 是 WW。 xX C, 它 是 通 
过 连接 函数 有 把 每 块 WX C 连接 起 来 的 二 维 复 流 形 。 以 后 我 
们 简 记 线 丛 工 为 

Le—>{W,,f5}. 

显然 , 按 定义 ,对 于 Vz € M， zx-1(z) 衬 C， 因为 jl (Cz); 
mix)] 一 {z} xX C， 这 就 是 说 ,在 Yz 上 对 应 有 复线 C， 这 也 是 工 
称 为 线 从 的 原因 . 

例 i, 命 ECPC x CC 

E>={([g0, $1)], x) : [zo, 2 € PC, 
xE span {(z0, 21)} CC 了 3)， 


其 中 span {(s 及)} 表示 C? 中 复 向 量 (a， za) 生成 的 复线 ， 我 们 


要 定义 全 纯 线 从 = : E 一 PC. 
定义 (frzo, ma], x) 二 [zo, z]。 STN 取 为 PC 的 坐标 邻 域 
{Us U): 
Uo = {lz0, 21]: 20 0}; 
Ui = {[z0, #21] : za 夫 0}. 
双全 纯 肌 照 定义 为 : 
po : x Uo) > Uo X C, pol[z0, ?1], x) = ([z0, z1], a), 
其 中 x = a(1, z1/z0); 
bs: (UD) > UX C, pLzo, 11, y) = (Lz0, #1], 8), 
其 中 y 一 bzo/ zi 1). 
作为 连接 函数 则 取 Uof UV, 一 C* 的 函数 
及 一 zo/zi， 用 一 21/ zo. 
这 样 我 们 便 得 到 线 从 x : E 一 PL.C， 这 是 一 个 比较 直观 的 线 
从 ,我 们 看 到 ,在 PC 每 点 [zo, zl 之 上 对 应 的 是 复线 pan {[z0, 
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sj}. 

例 2， 全 纯 余 切 从 74(M). 

定义 

TX(CM) 一 人 (x, 4j(x)) :x& M, 了 是 点 * 附近 任 意 的 全 纯 函 
数 }. 

. 我 们 首先 要 定义 TX(M》 为 二 维 复 流 形 。 取 M 的 坐标 覆盖 
{Ws zo}。 定 义 TX(M ) 的 坐标 覆盖 {U。, 8。) 如 下 : 
U,={(x, ed 人 (xs : x E Ws a€E C}, 
dg. :Us > C, Dor, adza(*)) = (zo(x), a). 
现 定义 x : TX(M ) > M 成 为 全 纯 线 从 ， 定 义 
r(x, Aflx))) = x. 
STN 取 为 {WW。}， 而 取 双 全 纯 映 照 为 
de: a (We) > Ws XC, galx, adzal¥)) = (x, a). 
最 后 取 连 接 函 数 { 月 } 为 
1 = dzp/dzo. 
现 对 线 从 定义 7.1 作 一 般 性 的 讨论 . 
由 线 从 的 定义 , 可 直接 推出 ,连接 函数 全 具有 下 列 了 两 基本 性 
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质 : 
a) 有 8 了 一 1 在 Wo 人 Wo 站 W， 上 成 立 ; 
b) Va, fa 1, 
且 由 此 可 得 
大 一 1/f8, 
以 上 全 纯 线 丛 的 定义 是 从 几何 直观 性 出 发 的 .我 们 可 以 理解 
为 全 纯 线 从 是 一 个 二 维 复 流 形 获 羡 一 个 一 维 复 流 形 ， 而 在 后 一 流 
形 的 每 点 之 上 对 应 为 复线 C 者 .然而 在 具体 应 用 这 一 概念 时 ， 用 
另 一 观点 来 定义 较为 方便 . 这 表现 于 下 列 引 理 。 
引 理 7.2， 如果 M 上 有 一 开 履 盖 {W。)}, 且 对 应 有 一 组 全 纯 函 
数 大 :本 。 们 8 一 C*，{ 玫 } 满足 连接 函数 的 基本 性 质 a) 和 b)， 
则 M 上 存在 全 纯 线 从 = : 上 一 M ,使 得 工 的 STN 为 {W。)， 连接 
函数 为 {f4}. 


ae 69 。 


证 . 首先 定义 商 空 间 
L= wx C)/~, 
其 中 等 价 关 系 ~ 定义 如 下 : 
, i 广 
C7) ~ (9) b, = falx)yss 
对 V(x, ye) E Wo, X C, VCx yp)e We XE, 
用 [x, yc] 表示 《x , ye) 的 等 价 类 , [x, yc]e 工 。 
现在 选取 坐标 覆盖 使 工 成 为 二 维 复 流 形 ， 由 于 并 可 以 在 局 部 
考虑 ,无 妨 设 WW 就 是 MM 的 坐标 邻 域 ,其 坐标 函数 为 z。。 定 义工 的 
坐标 轿 盖 {U。, 8。} 为 : 
Us = {[x, yo] : (x, yo) € W, x C}, 
9 Us > CO, BALx, ye]) = 20%), yo), 
根据 此 假设 的 基本 人 性质, 6。 是 7。 到 C? 中 开 集 的 双全 纯 上 映照 . 
因此 工 是 二 维 复 流 形 . 
现 定义 x : 上 -> M 成 为 全 纯 线 从 : 
zx([x, ya]) = x; 
STN 取 为 {WV}; 双全 纯 映 照 则 取 为 : 
pa: a We) > Ws, X C, palfxr, ys]) = Cr, yo). 
对 WYx€ WW 站 Wp, 显然 有 
Barr, ye)) = bir, y1)) > [x, yl 
= {x, ye] < yo = fox) yp. 
这 最 后 的 关系 式 表 明 , {js} 是 工 的 连接 函数 ,】 
例 3、 全 纯 切 从 TM ). 
设 M 的 坐标 覆盖 为 {WW,, z。6}。 取 连接 济 数 为 
5 一 dzo/dzp, 
则 根据 引 理 7.2， 可 用 { 失 } 来 定义 一 个 线 从 TCM ): 
TAM)e—= {W,, fi = dzo/dsp}. 
7T,(M ) 就 是 全 纯 切 从 . 
注意 ,在 例 2 中 ,我 们 看 到 ， 
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TECM)<—*{W,, fe = dsp/dzo}. 
根据 以 后 的 定义 , 切 从 与 余 切 从 是 “对 侦 * 的 . 

设 x :上 一 > M 为 全 纯 线 从 . 对 VxeM， 称 *:(x) 为 x 上 的 
纤维 ， 现 在 每 一 纤维 内 引进 一 个 复 向 量 空间 的 结构 : 设 x&€ W。， 
*, exz); 如 果 

qua(E) = x, yo) EX C， 
Pa) 一 x, ys) E We XC, 


E+ nar, ya + yo), 
a§ = fa'(x, aye), 
其 中 ae C， 不 难 验 证 , 在 这 两 个 运算 之 下 , x"'(x) 成 为 一 个 与 C 
同 构 的 复 向 量 空 间 ,而 且 这 些 定义 是 不 依赖 于 的 选取 . 

定义 7.3， 全 纯 线 从 a: Li 一 M 与 力 : Za 一 M 称 为 同 构 ， 
如 果 存 在 双全 纯 上 映照 4: 一 La， 使 一 zh4， 而 且 对 于 
VxrE M,h|lx™'(x) 是 zx-(x) 与 2'(x) 的 向 量 空间 同 构 . 

显然 ,M 上 线 丛 的 同 构 是 一 等 价 关系 . 

现在 用 引 理 7.2 的 观点 来 重新 说 明 线 丛 同 构 的 意义 . 

定义 7.4，M 的 开 覆 盖 {Vijiei 称 为 另 一 个 开 覆 瘟 {W。jse4 的 
加 细 , 如 果 A 有 一 个 了 三。 使 VCW,. 

一 般 来 说 ,指标 集 了 与 4 是 不 同 的 , 但 为 了 记号 上 的 简便 , 在 
下 面 有 时 我 们 不 直接 指出 这 点 ,这 是 不 会 引起 混乱 的 . 

对 于 全 纯 线 从 x:L 一 M， 

Le—{V,, 16}, 
设 {WV。) 为 {7V。} 的 加 细 ， 若 我 们 把 帮 限 制 在 Wo。 站 WoCV。NNVs 
上 ，STN 取 为 { 棱 。}， 在 同一 * 之 下 , 工 成 为 另 一 线 丛 , 按 同 构 定 
义 , 它 显然 与 原 线 从 同 构 . 

引 理 7.5， 全 纯 线 丛 工 与 声 同 构 拓 > 存在 工 积 二 的 STN 的 
公共 加 细 覆 盖 {WW}， 及 全 纯 函 数 f。: Ws 一 C*， 使 得 太一 
fa'fasfs, 

这 里 ， f= : 


定义 


证 . 先 证 “ <” 根据 上 面 论述 ,可 以 假定 工 和 上 ' 的 STN 均 
为 {WW。}。 按 假设 {fs} 存在 , 我们 定义 双全 纯 上 映照 :LL 一 L 如 
下 , 

对 Ya, 在 盖 !( 柬 。) 上 ,定义 

hpa'z, yao)) 一 四 (zs 大 (zyo) EL’, 

在 丈 。 人 了 丈 p 上 ,如 gal(z, ya) 一 gi(z, yp)， 则 根据 $s 和 js 的 性 
质 , 有 

pa (zfs Cz)ya) = ya's, 大 (Cs) 天 (zy6) 

= pa (x, fa Cz)foCz) ya) 
= pp '(z, felz)yg). 
由 此 推出 大 的 定义 是 合理 的 .4 是 全 纯 的 。 因 为 若 取 J$。、 i 作 
为 工 和 元 的 坐标 函数 时 , 则 gsohoga! : 太 。 X C 一 WV。 Xx C 有 表 
示 式 
(z, ye) > (2, folz) yo), 
fs 既是 全 纯 , 故 .ohyz! 全 纯 , 因 h 本 身 全 纯 ， 同 理 , 可 定义 : 
L' 一 LL, 使 在 x'(W。) 上 ， 
KCpa zs ya)) = Paz, fa!lz)ye), 

则 & 亦 是 全 纯 有 揣 照 ， 而 且 显 然 有 Rh 一 天 ,po 一 各 ， 故 对 为 双 
全 纯 上 映照 。 此 外 ,从 名 的 定义 本 身 , 立 可 验证 ,Vx € M，4 盖 (>) 
是 x-!(x) 与 <!'(x) 之 间 的 复 向 量 空间 同 构 。 所 以 ,4 :了 一 元 
是 同 构 。 

同 理 ， 若 把 证 明 过 程 反 推 过 来 ,由 4 定义 大 则 可 证 明之” 正 
确 .] 

我 们 称 M Xx C 一 M 为 平凡 线 从 ,在 这 里 ,任何 开 履 羡 上 的 连 
接 函 数 恒 取 及 二 1。 

系 7.1 全 纯 线 从 x: 工 一 M 与 平凡 线 从 M XCM 同 构 专 > 
工 存 在 STN{W。} 及 全 纯 函 数 大 : WW。-> C*， 使 得 ff8! 二 大 在 
W。 门 WW 上 成 立 . 

按 全 纯 线 从 的 同 构 关系 ， 我 们 可 以 把 M 上 的 全 纯 线 从 进行 分 
类 ， 把 同 构 类 作成 的 集合 定义 为 乡 。 线 从 工 对 应 的 同 构 类 则 用 


se 72 。 


LL] 表示 之 , [Lj 经 ， 我 们 称 双 为 线 丛 类。 
现在 客 上 引进 “十 ?法 运算 。 设 
Le>{W,, 1£}, 
L'ae—>{W,, fa); 
了 十 了 定义 为 全 纯 线 从 
了 十 er>{W,, fofs}, 
一 般 用 符号 L@L' 表示 之 . 不 难看 出 ,这样 定 义 是 合理 的 。 
我 们 把 平凡 线 丛 定 义 为 吧 的 零 元 , 且 用 @ 表 示 之 ， 
Os>{W,, f= 1)}. 
一 工 称 为 工 的 对 偶 线 从 , 当 
Le>{Wo, fe} 
时 ,一 上 定义 为 线 从 
一 上 < 一 (1 13}. 

习题 . 如果 Li 与 同 构 , ZL 与 i 同 构 , 则 Li 十 Lz 与 Li+ 
元; 同 构 , 一 荆 与 一 Li 同 构 ， 因 此 ,我们 可 定义 [Li] 十 [L2] 一 
[i+ Lz], —[L] 一 [Li]. 

这 样 , se 在 上 面 定 义 的 运算 下 成 为 Abei 群 ， 在 红 中 一 般 我 
们 认为 工 与 [5L] 相同 , 这 是 不 会 引起 混乱 的 . 

到 现在 为 止 ,在 黎 曼 面 上 ,已 有 两 个 群 多 与 色 。 后 面 我们 将 
证 明 多 兰 色 ( 见 第 五 章 $ 18)， 

下 面 我 们 再 引入 一 个 重要 概念 -一 - 线 丛 的 全 纯 截 影 ， 

定义 7.6. 8 : M 一 工 称 为 全 纯 截 影 (Holomorphic Cross-sec- 
tion ) , 如 果 5 是 全 纯 映 照 , 且 x05 一 ix. 

我 们 把 工 的 所 有 全 纯 截 影 的 集合 用 T(L) 表示 之 。 按 下 面 定 
义 的 运算 .T(L) 是 一 复 向 量 空间 , 

对 于 YS, 8 ETCL), Vx EW。, 则 5Cx),S'(x)€ x™'(x)， 政 
5S(x) 十 SCx) 与 a5(x) 是 有 意义 的 ， 后 者 对 任意 的 a€ C，. 现 定 
义 S8S+S:M>L 为 (SS)(x) = 5(x) 二 5S(*); 而 YaecC， 
定义 ag : M 一 工 为 (a5)(x) 一 aS(z); 其 中 x€M. 

因为 每 个 纤维 x-'(x) 都 是 复 向 量 空 间 ， 故 在 这 些 定义 下 ， 
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TCL) 成 为 复 向 量 空间 , 

例 ，T(TYM) 三 {M 上 的 全 纯 微 分 }. 

因由 例 2， 知 TIM 二 {(x，、4df(x))}。 故 全 纯 截 影 8 : M 一 
T;M 在 YW。 上 可 写成 : Vx € Ws, 5S(x) 一 gol*)azolx), 其 中 gq。 
是 开 。 上 的 全 纯 函 数 . 因 知 5 为 全 纯 微 分 . 

现在 我 们 定义 Abd 群 同 态 2 :2 一 红 。 

首先 定义 同 态 工 : 劝 一 2 

假如 DE 多 BD, 设 D= VY ap 41€Z,piE M， 命 {WV。} 为 
MM 的 一 个 坐标 颖 访 ， 对 Ya, 定义 站 奈 。= > ) aipi, 既然 D 门 WV。 
是 W。 上 有 限 个 点 ， 政 存在 WW。 上 的 亚 纯 葡 数 f。, 使 DNWw。 = 
(1,) (参阅 35)， 定义 护 一 f/fs。 在 WW 站 Ws 上 ，f4 是 一 个 全 纯 
且 不 取 0 值 的 孜 数 . 故 共 可 取 为 连接 范 数 ， 命 

7D) 一 {Wo, 及 }， 

习题 . 如 果 {V。} 为 M 的 另 一 坐标 覆盖 ,go。 为 了。 上 的 亚 纯 基 
数 , 对 Ye 有 (go) 二 DNV。, 则 {F。， go/ gs) 与 {Was fo/fs) 所 定 
义 的 线 从 同 构 ， 

由 此 可 见 , 区 :多 一 巡 的 定义 是 合理 的 . 

引 理 7.7. 不 是 同 态 , 且 它 的 核 Ker7 是 主要 因子 群 久 . 

据 此 ,诱导 一 单 同 态 4 :多 三 多/ 人 D> 

证 . 对 VD、D' EE 多, 比较 CD), XCD') 与 TD 十 D), 为 
简便 计 设 其 为 同一 坐标 覆盖 定义 者 ， 设 

X(D) = {Wo, f/fa}, 5D') = {Wo,, /jp}， 
则 对 Va, (D 十 DD)NW。== (ff。), 且 由 此 推出 . 
4(D +D) = {We, fofa/felp}. 

因而 和 是 同 态 . 

其 次 证 Ker% 一 多 。 设 和 D) 一 0 上 且 仍 设 1D) == {W。， 
fo/fs}， 由 于 XCD) 是 平凡 线 从 ， 故 有 STN {V。} 和 全 纯 函 数 ge : 
V。 一 C*, 使 KKD) 的 连接 函数 为 ge/gr ( 引 理 7.5 之 系 7.1)， 因 
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为 i(D) 的 定义 不 依赖 于 坐标 覆盖 的 选取 , 无 妨 设 7。 = W。， 因 
此 有 
jo/fp 一 Sa/ gp。 
因而 ,对 Yc、p, 在 WN We 上 有 
fo/ge fe/gs» 
故 M 上 存在 亚 纯 函数 1 使 IW。 一 f。/gs。， 并 且 , 对 Yao, 在 Ws。 上 ， 
(1 = (fo/go) = (fo) — (go) = (f) = DNW,, 立 得 D = (1)， 
此 即 De 多. 
此 外 , 若 De 多 , 则 显然 有 CD) = O. 因此 Keri 一 多. ] 
现在 我 们 用 全 纯 截 影 的 概念 来 解释 RR 定理 中 的 !(D) 和 
i(D)， 首 先 我 们 用 一 个 技巧 上 比较 方便 的 办 法 来 表示 一 个 全 纯 
截 影 . “ 
引 理 7.8. 设 LE ,了 < 一 { 克 有 SeT(L)， 则 5 对 应 
一 组 全 纯 函 数 {5。: W。 一 C}, 使 得 在 WNW 上 , 5。=f5s,。 且 
结论 反 过 来 亦 成 立 . 
证 ， 我 们 先 证 明 引 理 反 过 来 的 结论 成 立 . 
设 存在 一 组 全 纯 消 数 {5。; WW。 一 C}. 定义 3:M 一 工 ， 使 
得 在 W。 上 ， 
SCz) = pa'(z, Ss.(%)), 
其 中 go :x1((W。) 一 W。X C 为 线 从 工 定 义 中 的 双全 纯 肌 照 . 
因为 ,在 WN we 上 ， 
pal(z, Sas)) 一 al(z。j 帮 (zx)Sp(z)) = pp' zs, Sab)), 
故 5(z) 定义 在 M 上 且 全 纯 , 此 外 显然 eg 一 iy,5 是 一 全 纯 截 影 
同 理 反 推 过 去 , 即 可 证 引 理 成 立 .] 
引 理 7.9，YDe 多 ,TG(1(D)) 1(D), 
证 ， 设 
41(D) = {W,, f/fe}, 
我 们 要 定义 同 态 
1 TCD)) 一 上 作 D)7， 
ji: 1D) 一 TCD))， 
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使 ;op 一 恒 等 喘 照 , joi 一 恒 等 映 照 . 

对 于 YS E&I(1(D)), 根据 引 理 7.8, S 可 用 一 组 全 纯 函 数 

{So: Ws —>C, 在 VW Wy 上 , So == (fo/fo)Sp} 
来 表示 ， 定 义 同 态 i。 在 任 一 WW。 上 ,定义 

i(S) = 5,/f,, 
由 于 在 任何 We 门 V。 上 , 56/fs 一 yo/ 人 jp， 故 在 M 上 存在 亚 纯 函 数 
f, 使 得 fl|W。 一 So/ 在 Ws。 上 ,有 
(f) +D= (5/f) +D = (5) 一 () 十 也 , 

另外 ,根据 f, 的 定义 ,在 W。 上 (f。) 一 D、 因 而 (f) + D= (56) > 
0, 故 i(§) 一 1E1CD)， 辐 时 ,不 难 验证 i 是 同 态 . 

反之 , Yi & 71(D)， 若 定义 

i = {ffo: Wo CC}, 

同样 根据 引 理 7.8, 可 以 推出 ，j(f) ET(XCD)), i 亦 为 同 态 , 并且 
显然 , ;oj 与 ji 均 为 恒 等 映 照 。 引 理 得 证 ,】 

这 里 我 们 看 到 ,把 全 纯 截 影 5 : M 一 工 用 一 组 全 纯 函 数 {So : 
W。 一 C} 代 之 ,在 应 用 上 是 很 方便 的 . 

习题 . 设 p 为 PC 上 任意 一 点 , 则 4(p) 为 例 1 定义 的 线 从 
r : E>PIC 的 对 偶 线 从 . 

习题 ， 假 着 已 知 TM 一 4(D), 其 中 4(D) 一 2 一 28， 则 当 
gCM) > 1 时 , dim(T(TsM)) = 0. 

这 后 一 习题 表明 ，g(M) > 1 时 M 上 没有 全 纯 切 向 量 场 . 故 
知 对 于 紧 黎 曼 面 M, 当 gCM) 一 0 时 , 即 M 一 3 时 无 全 纯 微 分 但 
有 “很 多 ”全 纯 向 量 场 ; 当 g《M) > 工时 ，M 上 无 全 纯 向 量 场 但 有 
“很 多 ?全 纯 微分 ; 当 8(M) 一 1 即 M 为 环 面 时 , 则 两 者 兼 而 有 之 . 

最 后 ,我 们 定义 亚 纯 截 影 的 概念 . 

设 LE ,LL<->{W。, 拱 }， 由 引 理 7.3 的 启示 , 如 果 有 一 组 
亚 纯 函数 5; 

5 二 {56 : 5 是。 上 亚 纯 函数 ,上 且 在 Ws。 站 We 上 ,5s 一 550})， 

则 称 3 为 工 在 M 上 的 亚 纯 截 影 . 

须 注意 者 , 截 影 5 的 全 纯 或 亚 纯 ， 决定 于 5。 是 全 纯 函 数 或 亚 
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我 们 用 饥 ( 工 ) 表示 世 在 M 上 所 有 亚 纯 截 影 的 集合 。 这 时 ,看 
在 一 自然 同 态 T(L) 一 对 (5L). 

习题 . ICTY#M ) 一 {M 上 所 有 的 亚 纯 微 分 }. 

同样 ,用 证 明 引 理 7.9 的 方法 , 可 得 下 述 引 理 7.10. 

引 理 7.10，YD € 急 , LeESe , 则 有 如 下 的 向 量 空间 同 构 : 

TC(L— AD) {SE MEL): (3) — D> 0), 

其 中 (5) 定义 为 :在 YW。 上 , (5) 圭 (5。). (因为 在 VW。 站 Wp 上 ， 
(5。) 一 《J85p) 一 (J5) 十 (5g) 一 (Sp)， 这 样 ，(5) 的 定义 是 合理 
的 .) 

这 一 引 理 表明 ， 可 以 把 讨论 亚 纯 的 问题 化 为 全 纯 的 问题 ， 

系 . i(D) 实 T(THM — 4(D)). 

引 理 7.11. 车 DE 则 有 SE R(X4(D)) 使 (5) 一 D.: 反 
过 来 说 , 若 LE 经 且 SE MCL), 则 L = 二 14((5)). 

证 , 设 DE 娘 , {W。} 为 HM 的 坐标 覆盖 , fs 为 W。 上 的 亚 纯 函 
数 , 使 Va 有 (f) 一 DN Ws。 由 4(D) 的 定义 , f/fs 为 4D) 在 
WN 站 We 上 的 连接 函数 .由 亚 纯 截 影 的 定义 , {f。: WW 一 S} 是 定 
义 一 个 亚 纯 截 影 的 一 组 亚 纯 函 数 .， 命 之 为 5， 则 显然 (3) 一 也 
“反之 ,; 设 LE 旨 , 5€ 观 (L), 且 5 一 {5。}。 由 4 的 定义 ,4((5)) 一 
{Wy。sk9), 其 中 如一 56/5 但 如 {f8} 是 工 的 连接 函数 , 则 5。 = 
fesp>he — fs, (CS)) 一 工 .] 

这 个 引 理 把 多 ， 多 和 亚 纯 截 影 之 间 建 立 一 个 关系 .我 们 可 
用 这 方法 来 表达 这 引 理 的 意义 : 一 个 全 纯 线 从 工 有 一 个 不 恒 等 于 
0 的 亚 纯 截 影 >3D6 多 使 上 二 4D)， 一 般 来 说 , 全 纯 截 影 
较 亚 纯 截 影 在 应 用 上 较为 方便 ， 因 此 下 面 的 引 理 用 全 纯 的 方法 来 
表达 这 引 理 的 其 中 一 半 . 

引 理 7.12， 假 落 Le 区 , 且 有 DeE 驴 使 dimF(L 一 4(D))> 
0, 则 有 DE 多 使 L = 4(D。). 

证 ， 因 为 dimT(L 一 4(D)) > 0, 根据 引 理 7.10， 有 不 恒 等 
于 0 的 Se NM(L)， 故 由 引 理 7.11, 有 DE 久 使 2(D,) 一 虐 .] 
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现 解释 引 理 7.12 的 重要 性 。 在 上 面 我 们 已 经 担 过 在 第 五 章 
$ 18 中 我 们 将 证 明 2 : 多 一 双 是 一 个 群 同 构 ， 而 这 个 证 明 将 依 
赖 于 引 理 7.12。 主要 的 推论 是 这 样 . 由 引 理 7.7 已 知 ) 是 一 个 单 
同 态 , 故 只 剩 下 证 明 7 是 满 的 ， 现 只 需 找 出 一 个 Dé 多 使 给 出 的 
LE 满足 dimF( 工 一 20D))> 0， 

在 $9 中 我 们 将 继续 讨论 这 一 点 . 


$8 层 论 的 基本 定义 


设 M 为 黎 曼 面 ,为 M 的 任 一 开 集合 OC(W ) 为 下 上 所 有 全 
纯 函 数 的 环 . 

命 © 二 {OCO(W) : 殉 为 M 的 开 集 }， 它 具有 下 列 三 个 基本 性 
质 : 

iD 如 了 VC 命 ppv ;OCW) 一 OT ) 为 “限制 同 态 映 射 ”， 
即 pCf)》 = IY， 则 

UCVCW, Spwy = pyv pwvs 
站 ) 如 WW 一 书 W, W; 为 M 的 开 集 , 且 存 在 Si€ CW,), 使 


在 wii 上 有 
pi wwi(S) = pwi, winwi( Si), 
则 存在 Se OCW), 使 pw,wi(5) 一 5i; 对 Vi 成 立 ， 

证 ) 如 WW 一 UW, Wi 为 M 的 开 集 , 若 Se OC(W)， 使 对 
MM pwwi(5) 是 OW) 的 零 元 , 则 5 一 0. 

在 上 述 三 个 基本 性 质 之 下 , 称 轨 为 M 的 结构 层 (structure sheaf), 

现在 ,我们 用 男 一 方法 来 描述 @， 

Vr eM， 定义 Oo) 一 amC(D)。 称 为 * 上 的 念 引 函 数 芝 
(germs of holomorphic functions), 这 里 lim 表示 直接 极限 ,是 对 所 
有 包含 * 的 开 集 而 到 和 的 .直接 极限 的 定义 简 述 如 下 。 首 先 对 集合 

U{C(CO) :UU 包含 * 的 开 集 } 
引入 等 价 关系 ~: Sw EO(W) 和 Sy 《OO(V);Sw ~ Sr<> 存在 一 
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开 集 U0,xEUCWNV, 使 pw,v(5w) == pv,v《(5Sv)， 由 名 的 三 个 
基本 性 质 ， 容 易 验证 ~ 是 等 价 关 系 . 因此 可 用 ~ 对 U{@(U0): 
x € U1} 的 元 素 进行 分 类 ,而 所 有 等 价 类 的 集合 就 定义 为 lim2U). 
定义 
. B={0O(x) :xr€EM). 
在 一 上 引入 拓扑 : 对 于 M 上 任 一 开 集 克 ，VH6 OB(W)， 定 义 
Un 为 台 的 开 集 ， 其 中 [有 j; 表示 f 在 B(x) 上 所 定义 的 等 价 


类 .以 如 此 定义 的 开 集 作为 开 集 基 , 必 便 成 为 拓扑 空间 ， 

定义 映照 x : 台 一 M; x(O(x)) 一 x。 根据 乡 的 开 集 基 的 定 
义 。z 把 开 集 基 中 开 集 1-1 弛 有 映 为 M 上 开 集 ,由 此 推出 * 是 一 局 
部 同 胚 。 我 们 称 x™*(x) 一 B(x) 为 x 上 的 茎 . 

”定义 8.1. 设 扩 为 M 的 开 集 ， 如 连续 映照 5 : W 一 一， 满足 

xrogS 一 iw《W 上 的 恒 等 映 照 ) , 则 称 S 为 在 W 上 的 截 影 . 

今 用 T(G, W) 表示 所 有 多 在 到 上 的 截 影 所 成 的 集合 . 

引 理 8.2. T(B, W) = OC(W)., 

证 设 SE Tr(é, WwW), 对 Vx€EW, 

S(x) €E B(x) 三 {[ 有 1]: : f€ OC(V),U 为 任意 开 集 上 且 x€ 0}), 
设 5Cx) = 级 根据 5 在 W 上 的 连续 性 ,存在 x 的 开 邻 域 UCW， 


rEV, 使 s(W EU [f], (包含 [ 凡 , 的 开 集 )。， 可 以 假定 了 取得 


充分 小 ,使 * 在 开 集 Uw, 上 是 同 胜 ， 因此 , Vy《V, 5(y) 一 


[/],。 因 而 SIV 一 用。 同 理 , Vxe 本 , 均 存 在 有 的 开 邻 域 了。 
及 fIV,, 使 SF。 一 诈 *。 根 据 思 的 基本 性 质 之 刘 ， 存 在 1 
OW), 使 SIW 一 放风 ,因而 SeC( 丈 ). 

反之 ,Vie O(W); 则 + 诱导 一 个 截 影 f :WwW 一 避 , f(x) 一 
[fs; Vx € W.] 

我 们 称 {G。z} 为 的 相伴 空间 (法 文 是 space etalt)， 一 般 
我 们 认为 2 与 ( 台 , x) 恒 同 。 但 在 应 用 技巧 上 常用 (已 , *). 

下 面 介绍 层 论 大 意 ， 细 节 可 参阅 附录 二 。 
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定义 8&.3. 设计 为 拓扑 空间 ，M 上 的 层 (sheaf) 多 ”是 指 一 组 
{ 8 (7) :为 M 的 开 集 }, 其 中 多 (U0) 为 Abd 群 (或 交换 群 )， 
且 对 VU CW ,具有 限制 同 态 映 照 

pp : 多 (8) 一 多 (0)， 

它 为 一 群 同 态 ， 而 且 久 (W) 和 pw,w 满足 结构 层 避 的 定义 中 
@O(W) 和 pw,v 所 具有 的 三 个 基本 性 质 (i) 一 (iii). 

在 此 定义 下 , 多 完全 与 @ 类 似 , 可 以 定义 其 相伴 空间 : 命 

F(x) 一 im 多 《六 Vx€M, 


这 里 等 价 关系 定义 为 :YAe 多 (0 和 Vvhe (U2)sx€ UiNU,， 
六 ~ je>3 ,使 x EVCUNUV2 且 有 pv,v《fi) 二 pvs,v(f2). 
定义 信 一 U0 和 xz: >M 为 (FW)) + 


xEM 

同样 如 乡 一 样 定 义 密 的 拓扑 ,使 字 成 拓扑 空间 , = 成 为 局 
部 同 胚 。zer!(z) 一 多 (x) 称 为 x< 上 的 芍 .(: 灾 ,7#) 称 为 多 的 
相伴 空间 . 

定义 8.4. 厂 为 M 的 开 案 , 有 揣 照 3 : 所 > 字 称 为 .多 在 多 上 的 
截 影 ,如 果 3 是 连续 的 , 且 5 一， 此 即 Vr€ W,S(x) 6 安 (x). 

用 T( 字 ,WwW) 表示 所 有 .实在 W 上 的 截 影 的 集合 。 相 对 于 引 
理 8.2, 同 法 可 证 

引 理 8.2 

IT( 祖 , W)= FW). 

我 们 也 同样 地 认为 ,多 与 其 相伴 空间 是 相同 的 ， 

在 下 面 的 例子 中 ， % 均 设 为 歼 受 面 
环 . 

例 2。C" 函 数 的 匡 层 .er", 相 应 的 .er"( 7 为 局 上 的 C" 隐 数 
环 . 

应 该 指出 , 若 xEU, fgeexD)， [一 [1 则 f 一 g 
在 x 的 一 个 邻 域 上 成 立 ， 而 在 整个 0U 上 就 未 必 成 立 , 这 点 是 与 
OC(U) 不 同 之 处 ， 
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例 3. C* 的 形式 芽 层 ey? (bp 二 0, 1,2), 相应 的 er?(U) 
为 U 上 所 有 的 Ce 的 形式 所 成 的 群 

例 4.C" 的 (pb， 9) 形式 芽 层 wy?*(0 p,q 私 1)， 相 应 的 
?DU) 为 0 上 所 有 CC” 的 《p,q9) 形式 所 成 的 群 . 

在 以 下 的 例子 中 , 设 工 为 M 上 全 纯 线 从 . 

例 1. 工 的 全 纯 截 影 展 QCL)、vUCM, 相应 的 2(L)(U) 
为 工 在 U 上 所 有 全 纯 截 影 {5 : 2 一 工 】 所 作成 的 群 。 注意 : 
QO(L)M) = T(L). 

这 里 应 指出 , 若 避 为 平凡 化 邻 域 , 则 

OQ(L)U) se CD)。 
且 这 时 5S 一 {56 : Ws。 一 C，5s 一 185p}( 引 理 7.8),U 是 其 中 一 个 
W,. 

例 2. 工 的 C” 截 影 层 .er% 工 )， 相 应 的 .er% ZL)DD) 为 局 上 
所 有 C” 截 影 所 作成 的 群 。 这 里 C”” 的 截 影 是 指 一 个 满足 xof = 
iy 的 C" 有 映照 1 :UV 一 工 , | 

例 3. 工 值 的 C* 的 形式 层 x *L), 相应 的 ey ?CL)CW)， 
W 为 M 的 开 集 , 定 义 为 

A ALIW) T= A W) Bt LAW) 


竺 {5 wiSi( 三 DwiD5) 2 0; 为 丸 上 C” 的 p 


形式 , 5; 为 工 在 到 上 的 C” 截 影 }. 

ey ?(L)(W) 是 交换 环 wyY《W) 上 的 模 (module)， 且 其 中 定义 : 
VS, SeE of (LW), os 0 € of ?CW) 

w(S 二 5) 一 wS 十 wS’, 

(o 十 o)S 一 os 十 wo’S, 

KoS) = (fo)S = wlfS) ; Vie oy (W). 
似 后 我 们 一 般 用 形式 积 w5 代替 o@3. 
例 各， 工 信 的 C"(p，4) 形式 尿 .arre(L)。 相 应 的 .arwe( 工 ) 
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CW ), 对 MM 的 任 一 开 集 WW ,定义 为 
WALNW) = WY BTW) 


二 1ost 三 2 os, ) : wi 是 上 C” 的 


(Pp,9) 形式， 5S; 为 L 在 W 上 C” 截 影 }. 
注意 。 当 到 是 一 个 平凡 化 邻 域 , 则 ay (LC(W) 兰 _y(W)， 
因此 
A(TNW) 二 (WW) Dt LW) 


= WY B® .oz 


同样 在 例 3 中 ， 
LI(W) err(W). 
例 5， 理 想 层 .YZ ,pc M 的 一 个 国定 点 ,相应 的 
FU) = {fe OU) :Hp) = 0), 

FU) 是 一 个 环 。 

这 里 , 当 p&U 时 , .9 (VU) 三 OCU), 在 .we 的 相伴 空间 中 ， 
对 Vr+€ M 的 茎 为 当 x 关 pp 时, .I(x) 二 OO(x); 当 x~p 时 
Fx) 天 OW)., 

当 用 ? 点 邻 域内 的 坐标 函数 z( z (p) 一 0) 的 宫 级 数 来 表示 
时 , @(p) 的 芽 对 应 于 一 寡 级 数 ,而 .olp) 的 芽 对 应 于 常数 项 为 0 
的 医 级 数 , 由 此 


和 


因为 这 是 带 见 的 现象 ， 因 此 我 们 引进 一 个 层 S*。 用 相伴 空间 的 概 
念 来 定义 5,， 则 有 : Se 在 ”上 的 茎 是 C(C 赋 与 离散 拓扑 )， 在 


因此 如 我 们 也 用 相伴 空间 的 概念 来 定义 © 与 .wo 的 商 层 CV/.Gs 
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为 : B/.G， 在 每 点 *k M 上 的 基 为 Ox) /YCx) ,而 拓扑 则 用 商 
拓扑 .这 样 我 们 可 以 直观 的 说 B/.7 ,是 与 $* 层 同 构 的 ， 层 同 构 
的 精确 定义 ,在 下 面 会 给 出 ， 

例 6。 常数 层 Z, 尽 与 C， 定 义 : 

Z(U) 一 4 上 恒 等 于 整数 的 函数 } 

R(U) = {U 上 恒 等 于 实 常数 的 函数 } 

C(U) 一 {U 上 恒 等 于 复 常数 的 函数 }. 
其 相伴 空间 分 别 为 2Z=M x 2Z, RM x RS5C~MxXC, 
在 这 些 拓扑 积 中 , Z, R, C 均 冉 与 离散 拓扑 ， 相对 的 层 就 称 为 党 
数 层 ， 这 些 层 亦 是 常用 的 . 

现在 讨论 层 之 间 的 映照 ， 设 .多 ,多 是 层 ,其 限制 映照 分 别 为 
{pwv} 与 {pwu }. 

定义 8.5，M 是 一 个 拓扑 空间 ,7 , 多 是 M 上 的 两 个 层 ; 设 
% 一 {U) 是 MM 的 开 集 的 全 体 ,如 存在 一 组 群 (或 环 ) 同 态 { po} 

qu: FV) ZG(U), 

而 且 使 图 表 


FW) GW) 
| Pwu 


FU) SGU) 


当 UCW, VU, We 2, 是 交换 的 ， 则 称 p 一 {qo} 是 9 到 多 的 
一 个 层 同 态 ， 如 每 个 pw 都 是 群 (或 环 ) 的 同 构 , 则 称 F 为 一 个 层 同 
构 . 

” 现在 对 任 一 层 同 态 p 一 {qv} : 9 多, 它 必 诱导 了 多 的 
相伴 空间 .多 到 多 的 相伴 空间 多 的 一 个 脆 照 多 : .天 一 多, 使 对 
VxeEM 

§([11) 一 [9( 力 ].. 
因为 对 任意 的 两 个 M 的 开 集 WW、U, 当 WU 时 ,有 
pwu° pw == Pupwv 
(也 就 是 层 同 态 定义 中 的 交换 图 表 )， 因 此 钊 的 定义 是 合理 的 ， 对 
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每 个 xc M ,名 是 多 (zx) 到 多 (x) 的 群 (或 环 ) 同 态 ， 而 且 不 难 验 
证 ,9 是 层 同 构 的 充 要 条 件 是 # 在 每 一 共 上 是 安 (z) 到 多 (x) 的 
同 构 。 

习题 . 如: 庆 一 乡 是 一 个 连续 映照 , 且 对 每 个 x€EM， 
钊 是 . 字 (x) 到 多 (x) 的 群 (或 环 ) 同 态 ， 则 名 诱导 了 一 个 层 同 态 
pp: 久 Fy. 

在 讨论 层 的 正 合 序列 之 前 , 先 需 定义 Abel 群 的 正 合 序列 . 

定义 8.6. 设 A 都 是 Abel 群 ， x; ;AL > A 痢 是 群 问 态 ， 
1 一 0, 1,， 2,3,……。 则 群 的 同 态 序列 

ee. 
称 为 是 正 合 序 列 , 如 果 
Im(i) = ker(i1), 

这 里 Im(ij) 二 i411), ker(in) = (0). 

定义 8.7， .er .erb .ex:，…，.exk 是 拓扑 空间 M 上 的 
层 , 办 : -ex 一 .et 是 层 同 态 , & 一 0，1，2，…. 


frr A A fe 
称 为 层 的 正 合 序列 ,如 果 Vx eM ， 


oe) ti) te) sr) > 
是 群 (或 环 ) 的 正 合 序列 . 

现 用 0 来 表示 零 层 , 即 每 蔡 只 有 0 元 的 层 ， 如 er, 绍 , 是 
层 , 且 


0 一 .or 一 > B20 


是 正 合 序列 ， 则 称 之 为 短 正 合 序 列 。 因 为 这 种 序列 常 出 现 ， 我 们 
现在 用 另 一 方法 来 解释 短 正 合 序列 。 i 既是 单 同 态 〈 即 Vz, ) 

.or (4) 一 田 (*) 是 群 或 环 的 单 同 态 ), 一 般 把 4 与 ier) 认同 . 
同时 ,如 例 5 中 我 们 可 定义 商 层 多 /.er 为 ， 其 相伴 空间 在 每 x 上 
的 作为 多 (x) /ef (x) , 其 相伴 空间 的 拓扑 为 商 拓扑 ， 这 样 ,上 述 
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短 正 合 序列 的 意义 就 是 : 4 是 多 /ez 与 贸 的 一 个 层 同 构 ， 
$9 层 的 上 同调 理论 〈Cech 理论 ) 


上 同调 群 有 很 多 定义 ,实际 上 都 等 价 ，Cech 上 同调 是 几何 上 
最 直观 的 , 而 且 有 时 可 以 计算 。 在 这 节 内 大 部 分 的 证 明 都 留 到 附 
录 二 中 . 

设 M 是 一 个 拓扑 空间 , 中 二 {W,。} 是 M 上 的 一 个 开 覆 盖 ,， 多 
是 M 上 的 一 个 层 , f 称 之 为 一 个 多 值 的 9 上 链 是 指 对 名 中 任意 
9 十 | 个 开 集 W,, 了 有 


0 WN NN We $, 
多 (Wo 几 :…' 几 WW) 中 之 一 个 元 素 


当 Wf NW $, 

所 有 多 值 9 上 链 之 集合 记 作 CB; 多), 对 V1, g€ CW; 
多 )， 定义 十 运算 为 

(f+ gCWos* e's Wa) = (Wo ,Wa) 

+ gC(Wo,:**, Wa), 

这 样 C?( 串 ; .多 ) 就 成 为 一 个 Ab 群 。 这 个 群 就 称 之 为 多 值 4 
华 上 链 

定义 9.1， 定 义 上 边缘 算 子 5 : C'(W; 多 ) 一 CC 人 ( 亚 ; 多 ) 


f(Wo,*:-,W,) 一 | 


为 
(861) (W,, “*", Wr) 一 2 (—1 (Wo "S 珍 ,，: ”3 


Wn), 
q+1 
上 面 定义 中 的 砂 , 是 表示 去 掉 W,, 另外 还 必须 对 求 和 号 > , 进行 
i=0 
解释 ,现在 fCW,, ”” ”3 砂 ,， “**, War) 
€ F (WN “人 Wf Win ”* -MN Wary), 
因此 等 式 右边 求 和 各 项 是 属于 不 同 的 Abd 群 ,这 里 求 和 的 意义 
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是 将 Wo,…, 房 ,,.…，Wom) 用 适当 的 限制 同 态 2 限 制 到 
色 (友人 有 丈 4 内 去 ,然后 求 和 ， 为 了 书写 简单 , 这 里 省 去 
了 前 面 的 p, 后 面 遇 到 这 种 求 和 号 时 , 都 是 表示 这 个 意思 , 不 再 加 
以 说 明 . 

很 易 验 证 上 面 定 义 的 6 是 一 个 群 同 态 , 而 且 56 二 0. 命 8 在 
C*( 台 ; 7 ) 内 的 核 为 Z"( 双 ; .多 ), 称 之 为 4 上 闭 链 群 或 9 上 特 
环 群 ， 又 命 5C? 如; 多 ) 一 BC; .多 )， 称 之 为 ? 上 边缘 群 ， 
由 65 一 0, 故 Br(%; 多 )CZz( 开 ; 多 )。 由 于 8 与 上 链 群 中 的 
加 运算 可 交换 (可 直接 验证 ), 因此 84( 区 ; FF )、2Z"( 串 ; 多 ) 都 

是 CV; 多) 的 子 群 
定义 9.2. HW; 多 ) = Z9( 由 ; FF)/B (WY, 多 )， 
称 HCW; .多 ) 为 多 对 于 WW 的 上 同调 群 . 因此 妃 "(%; 多 ) 一 0 
< 之 Z7( 攻 ; 多 ) 一 83 (到 ; FF), 所 以 Hi( 吕 ; 多 ) 是 说 明 有 
多 少 9 上 循环 不 是 9 上 边缘 的 量 . 在 数学 中 , 特别 是 多 复 变 国 
数论 中 某 些 从 局 部 性 质 到 解决 整体 问题 的 过 程 中 ,会 有 某 些 障碍 
《obstruction)， 这 些 障 碍 常常 就 是 非 零 的 上 同调 群 ， 

设 拓扑 空间 M 有 两 个 开 覆 盖 池 、%B， 按 上 面 定 义 所 定义 的 
HW; 多) 与 HA(W; 多 )， 一 般 来 讲 两 者 是 不 相同 的 .但 是 我 
们 知道 M 的 所 有 开 覆 其 之 间 可 以 用 加 细 (定义 7.4) 来 建立 一 个 半 
序 关 系 ， 即 是 说 好 < 8 名 是 的 加 细 ， 如 果 吕 < %, 则 有 
一 个 群 同 态 z(%3, 吕 ) : 于 (3; 多) 一 有 (中 ; 多 ) (细节 都 见 附 
录 二 ). 现在 从 集合 

U{Hr(%W; FF ): WwW 是 M 上 的 开 覆 盖 } 
当中 引进 一 个 等 价 关系 ~, 使 Va € H*(W; 多 ),， V6 EH'(; 
FF), ao~ 83, F< 和 有 VW<V, 使 tr(W:, Bg) =r 
《8B，%P)(p)， 命 这 样 所 得 的 等 价 类 的 集合 为 HCM ， 多 )， 普 通 
称 He(M; 多 ) 为 所 有 Hr (中 ; 多 ) 的 直接 极限 , 即 

H'(M; F) limH(W; F), 
HrCM ,7 ) 是 一 个 Abel 群 ,只 依赖 于 .7 而 不 依赖 于 任何 覆盖 . 
所 以 是 多 本 身 的 不 变量 , 称 HAM ,多 ) 为 多 的 9 上 同调 群 . 
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这 里 我 们 故意 不 着 重 已 (M ,多 ) 的 定义 的 细节 ， 因 为 Hi(M ， 
多 ) 虽然 在 概念 上 很 完美 ( 见 下 面 关 于 它 的 一 般 性 质 ) , 但 是 要 从 
定义 本 身 去 了 解 或 计算 HCM , .多 ) 则 实际 上 是 不 可 能 的 .要 了 
解 这 上 同调 和 群 ,要 点 还 是 先 去 了 解 怎 样 应 用 这 工具 ， 另 一 方面 ,在 
于 一 节 ($ 10) 所 提 到 的 Leray 定理 ， 也 提出 一 个 比较 直观 的 方法 
来 了 解 这 上 同调 群 
现 简 括 的 说 明 H'(M , 多 ) 的 主要 性 质 。 根 据 上 面 Hs(M ， 
多 ] 的 定义 ,如 果 串 是 任 一 开 覆 盖 , 则 存在 一 自然 映照 
i: HW, F) > HAM, FH) 
引 理 9.3。 设 M 是 7T, 仿 紧 拓 扑 空 间 , 加 为 任意 开 覆 盖 , 则 自然 
映照 
i: (WB; FF)—> HM, F) 
是 单 同 态 ， 而且 
HW; FF) FFM) = HM, 多) 
注意 ， 上面 这 (M) 亦 即 是 FT( 关 ,NM), 即 字 在 整个 M 
上 的 截 影 ， 引 理 的 前 一 部 分 的 证 明 可 在 附录 二 中 找到 . 现 证 后 一 
部 分 。 
因为 BW; 多 ) 一 0, 有 于 (加 ;多 ) 二 ZB; 多 ). 对 
每 jf€ ZB; FF), 6f = 00>YW,, Wp W, 
df(Woe, We) = {fW) — HWOF WN We = 0, 
> VW We€E WHAW) WN We = AW)IW, NN Ws, 
根据 层 的 定义 的 第 Gi) 条件 ,有 Fe 多 (M), 使 FilW。 = f(W,) 
Ya， 所 以 本 (WW; 多 ) 一 多 (CM)， 是 以 
H(M, F) 一 im FH(W; 多 ) 一 多 (CM)， 


卿 
例 1。 FI(M , 0!) 一 所 有 M 上 的 全 纯 微分 。 
现在 我 们 讨论 (WB: .2 ) 一 ZU; 多 )/B 多 ). 
设 f€E ZB; 久 ), 则 51 一 0， 此 即 
(Ws, Wa, Wy) = 0; Va,P.7Y, HW,, 
Ws) 十 1(W,, W,) 一 f(Wo, W,); Va.B\,7. (9.1) 
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设 je BWB; 多 ), 则 j 一 64, hE CK( 串 ; 9 )， 此 即 
(Ws Wop) = h(We) — h(W,); Va, P. (9.2) 
故 懂 (B; 多 ) 一 0<>VvieE C'(W; 多 ), 如 满足 (9.1)， 则 有 
一 个 he CK 串 ; 多 ), 使 (9.2) 成 立 . 
现在 用 上 同调 的 观点 来 叙述 一 般 的 非 紧 歼 上 党 面 上 的 Mittag- 
Leffler 问题 。 

” 设 M 是 非 紧 黎 曼 面 , {p:} 是 M 上 一 个 离散 点 集 ， 每 个 名 上 有 
一 个 主 部 《principal part) 疡 ， 要 求 找到 一 个 亚 纯 函 数 f€ 阮 (M )， 
使 在 每 个 p; 邻近 大 六 全 纯 . 

今 设 亚 为 M 的 一 个 开 轿 盖 , 无妨 选取 灾 充 分 的 细 , 使 每 个 W。 
中 ,有 一 个 gs 了 W(W,。) 使 go 在 {pij 首 Ws。 上 之 主 部 与 pi 相同. 

命 1{(We, Wp) = gy — ga E O(W。N We), 因此 ,对 Ya, Pp,r 

f(Wo, Wea) + HWe, W,) = 1(W,, W,), 
所 以 上 面 定义 的 fe€ 2 中; @)， 如 果 所 (CM, @) 一 0, 则 由 引 理 
9.3, 知 于 (中 ，O) 一 0. 故 3h€E CNAWB,O), 使 1 (W,, Wp) 一 
hWe) 一 从 WWW。) Ya, Bp， 由 的 定义 
Be 一 gc 一 ACTe) — ACWe). 
因此 在 WW. 门 Ws 上 , 有 
gp — h(Wgs) = ge — h(Wo), 

因此 存在 7e MCM), 使 |W。 一 go 一 从 WW.)，, 这 个 了 就 是 Mittag- 
Leffier 问题 的 解 . 

综 上 所 氢 : H'(M ，@) 一 0, 就 是 Mittag-Leffler 问题 有 解 的 
充分 条 件 (参考 下 面 系 10.3)。 

这 个 例子 说 明 上 同调 群 的 概念 与 分 析 有 关系 ， 这 点 是 很 重要 
的 ， 另外 , 这 个 叙述 与 解决 问题 的 方法 是 可 以 推广 到 高 维 去 的 唯 
一 办 法 , 而 古典 单 复 变 中 解决 Mittag-Leffler 问题 的 方法 是 根本 不 
可 能 推广 到 高 维 中 去 的 .例如 6G 是 C* 中 的 一 个 正则 域 ， 则 有 
HM ,CO) = 0, 因此 Mittag-Leffler 问题 可 以 有 解 。 在 高 维 时 ， 
Mirag-Leffer 问题 是 称 为 第 一 Cousin 问题 . 

现在 叙述 一 个 上 同调 群 的 重要 和 性质 ， 这 也 许 是 上 同调 群 最 党 


?9 88 。 


用 的 一 个 技巧 . 
今后 设 M 是 Ty、 仿 紧 拓扑 空间 ， 如 果 
0 一 .or 一 一 -一 名 -0 C93) 
是 M 上 层 短 正 合 序列 ， 则 由 层 短 正 合 序列 可 以 诱导 出 一 个 上 同调 
群 的 正 合 序列 


0-> .or(M) 一 > BM GM) HM, uf) 
HM, BHM, COM, er 
HCM, B) HM, G) >. 。。 (9.4) 
这 里 着 与 产 的 定义 是 相当 明显 的 ,所 以 问题 是 如 何 定义 8* 和 如 
何 证 明 这 序列 是 正 合 的 。 这些 细 节 是 累 效 和 人 缺乏 启发 性 的 , 可 在 


附录 二 内 找到 ,我 们 只 注重 如 何 应 用 (9.4)， 
由 短 正 合 序列 (9.3), 一 般 能 得 出 


0—> (MBM) GM) (9.5) 
是 正 合 的 ,这 点 直接 用 定义 验证 就 可 以 了 ,一 般 来 讲 六 (有 表 (M7) 私 
(MM), 也 就 是 讲 


OM BM) GM) 0 (9.6) 
不 成 为 一 个 正 合 序 列 。 对 此 有 一 个 很 简单 的 例子 如 下 : 
设 M 一 tseC:1 一 |z| 二 2), M 上 有 层 正 合 序列 
0>Z— OO*—»0 
Z 是 常数 层 (4 8, 例 6),© 是 M 的 结构 层 , O* 是 MY 上 不 取 零 值 的 
全 纯 函 数 的 芽 层 ,这 个 群 的 合成 是 用 乘法 , i 是 ZZ 到 名 的 自然 内 
射 ，c : CO 一 C 的 定义 为 el(f) 一 exp(2 xi]). 出 导 本 身 定义 ,可 
知 C 的 坐标 函数 z& O*《M)， 内 为 log 不 能 在 M 上 单 值 定义 ,所 以 
不 存在 任何 gE O(M) 使 cL(g) 一 z:. 因此 
e*(O(M))SEO*(M), 
即 Be 人 让 
O02Z—>O(M)—O*(M)-—0 
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在 右 端 是 不 正 合 的 ， 

现 从 长 正 合 序列 (9.4), 立 可 推 知 下 列 引 理 的 正确 性 . 

. 引 理 9.4， 设 (9.3) 为 正 合 序列 ,有 HI(M , .or) 一 0, 则 (9.6) 
亦 是 正 合 序列 . 

由 于 这 引 理 的 重要 性 ,现在 我 们 不 用 (9.47 而 直接 加 以 证 明 . 

证 .只 需 证 明 : Yo € 多 (M), 存在 5 EB(M) 使 六 (5)=o. 
根据 引 理 9.3 的 第 二 部 分 ,如 能 找到 开 禾 盖 % 一 {Vj 和 € 2"(%; 
多 ), 使 5CV,))=olV。, 则 引 理 成 立 。( 这 里 我 们 将 jy,(5CV。)) 
简写 为 SCV。)), 以 后 亦 然 .) 因 为 (9.3) 正 合 , 所 以 7: 雏 一 儿 
是 满 的 层 同 态 。 据 定义 8: 7， 如 开 覆 盖 % 是 充分 小 《〈 即 每 个 了。 充 
分 小 ), 则 有 2 BV,); 便 交 2) 一 glV。; Va. 在 VNV，; 上， 
A —b) = olV, NV,— op li 一 0; yc，p8. 因为 (9.3) 正 

合 , ker 一.or. 故 站 一 各 ceor(nyo va,p8， 命 6 Ci(%; 
yf) 为 a(V。 Vp) = bg — bo, 显然 46E ZL 8; 7 ). 由 假设 及 
引 理 9.3 的 第 一 部 分 ,得 知 厂 (3; .or ) 王 0. 故 有 7 CB; or) 
使 5f 一 sa 亦 即 e(7。， Vs) 一 帮 7o) 一 帮 7e) Va,B《 见 上 (9.1)， 
(9.2))， 现 定义 5€E C4(%; 妇 ) 为 : va， 

(Vo) = bo ~ Vo). 
由 如一 各 一 47。 Vp) 一 JVp) 一 了 V。)， 得 知 实 是 多 的 1 
上 循环 , 即 “e Z%(8; 妥 )， 同 时 , 因为 每 个 HV。) 取 值 于 ,er ， 
kerj = .or SjL(V)) = jib) 一 ly] 

现 从 下 面 的 实例 说 明 一 个 基本 原理 : 如 何 用 HI(M ，.er ) 一 0 
去 证 明 一 些 存 在 定理 ， 

设 对 为 一 紧 黎 曼 面 ,也 为 M 上 一 全 纯 线 人 从， 在 5 8 例 1 中 已 
引进 一 个 层 Q(L)， 命 p€ M 并 定义 线 从 Li = 工 十 np), LL 一 
十 4((n 十 1)p)， 其 中 w 是 一 个 正 整 数 . 

引 理 9.5. 如 天 CM, 0(L,)) = 0, 则 dimT(L) > 0. 

在 证 明之 前 先 说 明 这 引 理 的 意义 .在 第 五 章 $18 和 $20 中， 
我 们 将 证 明 一 个 消 没 定理 ， 由 这 定理 立 知 YL ， 有 充分 大 的 ”使 
(CM , 2(L 十 A(np)) 一 0。 所 以 这 引 理 的 假设 是 自然 的 ， 其 次 ， 
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如 YL 有 dimT(L,) > 0, 则 由 引 理 7.12 和 后 来 的 讨论 ,得 证 2 : 
驴 一 双 是 满 的 。 最 后 这 引 理 是 一 个 存在 定理 , 因 它 说 明志 有 非 
零 的 全 纯 截 影 . 
引 理 证 明 . 先 证 明 存 在 一 个 短 正 合 序列 

. 0—> 0(L)— 0(L;) — S, 一 0， (9.7) 
其 中 5, 是 摩天 大 厦 从 ($ 8, 例 5). 

在 引 理 7.10 中 证 明了 在 紧 黎 曼 面 上 有 
T(L— iD)F{SEML):(S)— D0}. (9 8) 

但 由 线 从 的 定义 与 证 明 (9.8) 的 过 程 中 根本 没有 用 到 黎 受 面 的 紧 
性 ,因此 (9.8) 对 于 非 紧 黎 受 面 也 成 立 。 自 然 对 于 M 上 的 任 一 开 集 
也 是 成 立 的 ， 因 此 可 将 (9.8) 写成 :如 WW 是 M 上 的 开 集 , 则 对 任 一 
因子 D， 

QL — DW) {SE MLIW):(S)— DNW > 0), 
其 中 如 果 x : L > M 是 线 从 的 映照 , 则 IW 表示 jz (WW); 
zx!(WW) 一 WW 现 设 D 是 有 效 因子 (定义 5.4), 则 (5S) 一 DNW 之 
0 全 3 是 全 纯 截 影 。 故 有 

如 DD 宇 0, 则 
Q(L — DW) {SET(LIW): (8) ~— DNW > 0}. (9.9) 
现 定义 一 层 2,(Z2), 使 在 任意 开 集 WCM 上 ， 
QL)(W)= {SET(L|W): SCp) = 0}, 
显然 有 短 正 合 序列 0 一 8,(L) 一 82(Li) 一 Sr 一 0 (参阅 $8, 例 
5)。 要 证 (9.7), 则 只 需 证 明 0,(L,) 与 82(L) 同 构 ， 
QOL)(W) = {SET(LIW): (5)—p > 0} 
OC(L;— 2(p))(W) 
-= QL)(W), 
蕴涵 8,(L2) 与 0(L) 同 构 ， 所 以 《9.7) 成 立 . 
由 (9.7) 及 引 理 9.4, 得 短 正 合群 序列 
0>T(L) =>T(L) 一 SCM) 一 0， 
显然 S,(M) 兰 C, 故 dimTr(L) 志 dmC 一 1. ] 
定义 96. 在 拓扑 空间 M 上 的 层 多 是 一 个 强 层 (fine sheaf )， 
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如 每 个 局 部 有 限 开 覆盖 妈 一 {W。}, 存在 一 组 层 同 态 {yo}， 使 等 
个 同 态 
1 8 多 一 多 ， 
满足 : . 
(i) 对 每 个 Ww。, 存在 M 中 的 闭 集 K,CW。， 当 x 和 Ks 时 ， 茯 
上 的 同 态 
js: (x) 一 多 (zx) 恒 等 于 零 . 


(i) 祖 ) m6 一 zz( 多 的 恒 等 映照 ) . 


这 个 概念 与 单位 分 解 的 概念 是 完全 一 致 的 。(ii) 中 的 和 号 是 
有 意义 的 ,因为 Vx € M , 只 有 有 限 个 W。 董 住 *, 故 其 实际 上 是 有 
限 和 ， 

例 2. 假定 M 是 紧 黎 曼 面 . 今 用 $ 8, 例 1 至 4 的 记号 ; 命 
9， od ?(L) 或 wt?"(L), 则 多 是 强 层 . 

设 如 = (及 。} 是 M 的 局 部 有 限 履 盖 , 则 具有 一 个 属于 吕 的 单 
位 分 解 ， 即 有 M 上 C” 阴 数 {9o}, 其 支柱 sup oCW。, 而 且 


9 = 1 


现 设 多 一 .ero( 开 ), 宠 的 任 一 元 可 以 写成 [so].e 这 (x)， 
其 中 8 是 * 的 一 个 开 邻 域 上 对 于 工 的 全 纯 截 影 ,w“ 是 * 附 近 的 一 
个 (p, 49) 形式 . 定义 We([So].) 一 [SCpo)]-。 很 容易 验证 
{we} 有 上 面 强 层 定义 中 的 性 质 Gi) 和 (ii)， 因 此 .wr?“(L) 是 M 
上 的 强 层 ， 其它 的 情况 证 明 相 同 . 

定理 9.7， 如 果 亚 一 {WV。} 是 一 个 局 部 有 限 开 覆盖 , 多 为 M 
上 强 层 , 则 Hi 加; 多 ) 一 0Y9 > 过 1. 

如 拓扑 空间 对 是 7 仿 紧 的 , 则 Be(M ,多 ) 一 0Y9 之 1. 

证 .只 证 4 一 1 的 情况 , 对 9 > 1 的 情况 只 是 符号 不 同 而 
已 。 . 
今 串 二 { 义 。} 是 拓扑 空间 M 上 局 部 有 限 开 覆 盖 , 如 je Z( 玫 ; 
.多 ), 则 有 
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HAW,, We) 十 HWa, W,) = Wa, Wo,) 
现在 要 找 g€ CW; 多 ), 使 1{(Weps Ws) 一 g(W,) 一 g(Wa)( 见 
(9.1) 及 (9.2)). 设 {?r} 是 多 -到 .多 的 一 组 同 态 ， 它 满足 定义 
9.6 中 的 (i) 和 (i), 定义 gE C%B; .多 ) 为 


g(Wo) 一 > NW,, Wo)), (9.10) 


现 国定 一 个 7, 等 式 右边 之 1(W,, 三 。) 6 多 (由 多)， 但 由 
my 的 定义 ， 存 在 M 中 的 闭 集 
KCW.,, 使 Wri CW,, Wo。) 限 


制 在 WNW,— kK; 上 为 零 . 9 2 
因此 由 定义 8.3 之 (i, 一定 © 
存在 一 个 多 《(W。) 中 之 元 , 它 


限制 在 W, 一 K, 上 是 等 于 ye 

零 的 ， 因 此 (9.10) 之 右边 之 

yfW;,W。) 就 省 成 这 个 多 (J。) 中 之 元 ,因此 其 求 和 有 意义 . 
现在 


g(Wo) 一 gCWs) 一 2,{mf CW,, W,) 一 mW,, ws)} 
= Dynr{f CW,, W,。) 一 人 TV，， Wp)} 
一 了 >， nrf CW,, W,) 一 1(Ws, W.) 


上 面 证 明了 定理 之 第 一 部 分 。 如 果 拓 扑 空 间 M 是 7T,, 念 紧 
的 , 则 它 的 任何 一 个 开 覆 盖 一 定 有 局 部 有 限 加 细 覆 盖 存 在 ,因此 根 
据 定 义 
(Mi . 安 ) 一 lim HW; F ), 
故 y > 1 时 有 HeCM。 氏 ) 一 吓 
”定义 9.8- 层 同 态 序列 
0 一 ,多 一 zz, 人 ~ ~ 
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称 为 层 多 的 强 层 分 解 ， 如 果 它 是 一 个 层 正 合 序列 ， 而 且 每 个 
多,(i 一 01,1,2,.…) 都 是 强 层 . 
例 3. 设 M 为 紧 歼 曼 面 , 则 有 
OSC of yf > rz->0 (9.11) 
是 C 的 强 层 分 解 ,这 里 di(i 一 0,1) 都 是 外 微分 4. 
要 说 明 它 是 正 合 序列 ,根据 定义 8.7， 只 要 说 明 对 每 个 re M， 
0 一 C 一 .BOD- 全 .Bie]) > x) -0 (9.12) 
是 正 合 的 . 
现 用 $8 的 记号 , 设 ([w]:) 一 0， 从 5 及 .91(x) 的 定义 ， 
有 dQd([w].) 一 [do].， 此 即 表 示 dw 在 x 的 一 个 开 邻 域 为 零 ， 由 
$ 2 末 的 Poincaré 引 理 , 知 必 在 * 的 一 个 开 邻 域 中 存在 光滑 函数 ?， 
使 dy 一 w, 此 即 
[wo]. 一 [dy]: 一 (7].)， 
这 就 证 明了 在 .sr: 处 的 正 合 人 狂 ( 即 对 Y x € M ,(9.12) 中 Im (z) = 
ker(d))。 其 他 处 的 正 合 性 更 为 显然 . 
从 上 面 的 叙述 知道 序列 (9.12) 的 正 合 性 与 Poincaré 引 理 完全 
等 价 。 另 外 这 个 结果 与 Poincaré 引 理 一 样 , 对 高 维 流 形 也 是 成 立 


潜 


Ml 


OF FFF (9.13) 
是 .多 的 强 层 分 解 . 命 
oO FM TAM GM) FM) 
(9.14) 
是 (9.13) 所 诱导 的 群 同 态 序列 ， 则 有 和 群 同 构 : 
Hr(M, HF) 兰 Kerdg/d Fo M)), Vp > 1. 
证 ， 命 Z， 一 kerd;， 则 易 验 证 Z, 是 M 上 的 层 ,是 ZoC 4 
因为 (9.13) 是 正 合 的 , 故 有 如 下 的 短 正 合 序列 
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do 
0 一 多 一 多 一 ~Z 一 10 


ad, 
0—>Z.— FF,——>7,—0 
0—>2,—> F230 (9.15) 


由 第 一 行 所 诱导 的 上 同调 群 长 正 合 序列 (9.4) , 得 


0O> FMI> FM) LM HC) 0 
> H(2)— HA ) —0— H(2,) 
一 DIS ) 一 … (9.16) 
在 《9.16) 内 的 0 是 因为 Pr(M， 多 一 0 Vp 之 1 (定理 9.8)， 
因此 
HF ) eZM)/R FM)), 
ZiCM ) 就 是 (9.14) 中 的 kerd*， 因 此 当 p 一 1, 定理 得 证 ， 
”对 p 一 2 时 ,由 (9.15) 的 第 二 行 ,诱导 出 上 同调 正 合 序 列 
0O—>Z(M)—> FM)— ZAM)—> H'(2Z,)—0 
— H'(2Z,) 一 0 (9.17) 


” 同 理 (9.17) 内 用 上 了 Hr?(M, 多 一 0 VYp 之 1( 定 理 9.8)， 由 


(9.16) 知道 EL 多 ) 兰 下 (2)， 而 由 (9.17) 有 

HI(2) ZAM)/A FM) = kerd /dr (FM)). 
因此 p = 2 时 定理 得 证 ， 

如 > 2 时 均 类 似 推 得 .] 

现 将 de Rham 定理 用 在 黎 曼 面 上 ,由 例 9.10 得 黎 曼 面 M 上 常 
数 层 C 的 强 层 解 (9.11)。 因 有 

0 CM (M) > MM) 0, 
由 de Rham 定理 得 Vp 之 1， 

Pr(M,C) Skerd? /dt (A ?CM)) 

一 (pp 次 闭 形 式 )/(p 次 恰当 形式 ). 《9.18) 

这 就 是 黎 受 面 上 的 古典 de Rham 定理 最 重要 一 部 分 。 
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上 面 这 个 Hr(M , C) 是 常数 层 的 上 同调 群 ， 表 曾 上 似乎 与 普 
通 的 拓扑 学 上 同调 群 不 一 样 。 现在 我 们 简略 地 说 明 , 如 果 放 是 一 
个 紧 的 黎 曼 面 , 则 Hr(M , C) 与 单纯 复 形 上 同调 群 8H7 (M , C) 是 
同 构 的 . 

由 $6 中 的 紧 曲 面 分 类 定理 , 可 知 在 任意 黎 曼 面 上 都 存在 一 
个 三 角 剖 分 〈tiangulation)， 如 果 我 们 固定 M 上 的 一 个 三 角 剖 分 ， 
M 就 成 为 一 个 单纯 复 形 。 命 “为 这 个 单纯 复合 形 的 一 个 顶点 ,又 
命 A……Ax 为 所 有 具有 “为 顶点 的 二 维 单 形 ， 现 定义 K 的 星 形 
邻 域 (star neighborhood) Sz(g) 三 (ALU -…'U A)' (我 们 用 4' 表 
示 和 集合 4 的 内 部 .》 因 为 M 本 身 是 一 个 流 形 , 所 以 每 个 StCa) 都 与 
开 的 单位 贺 盘 同 有 .SiCe) 的 初步 性 质 可 简 述 如 下 : 如 果 顶 点 0， 
8 不 同 在 一 个 楼 (edge， 即 一 维 单 形 )》 上 , 则 Si:Co) 门 52(8) 一 由， 
如 果 c, 8 同 在 一 个 楼 3 上 , 则 

St(o) 站 St6D) 一 (3 一 {cp8jD)UANUAa， 
这 里 As 和 As 是 以 5 为 公共 楼 的 两 个 二 维 单 形 ， 现 设 c, 8, 7 为 
三 个 顶点 ,如 果 a, 8, 7 不 同 在 一 个 二 维 单 形 上 , 则 
St(@) NN SP NSAY) = $. 
如 果 c, 8, 7 是 一 个 二 维 单 形 公 的 顶点 , 则 
Ste) NN SAB8INSAY) = A 
现 设 {wj}i ww 为 单纯 复 形 M 的 所 有 顶点 ,定义 M 的 一 个 开 履 
盖 路 = {5z(01) 1).m。 如 果 f 是 常数 层 C 对 于 串 的 9 上 链 , 即 
fe C?(%; C), 定义 一 个 单纯 复 形 的 9 上 链 @(j) € CI(M) 如 下 ， 
命 (@，……, oz) 为 (9 十 1) 个 有 序 顶 点 , 则 
BO ows», 04) = fCSt0w),***, SAG)). 
由 上 面 对 于 星 形 令 域 的 说 明 ， 可 见 B(]) 的 定义 是 合理 的 , 而 且 
0 ; Cr; C) 一 CI(M) 是 一 个 群 同 构 ， 命 抽 和 5 为 C'( 呈 ; 
C) 及 C1 (CM ) 的 上 边缘 算 子 (定义 9.1)， 则 可 直接 验证 po2 一 
98o8,, 因此 诱导 一 个 群 同 构 By : (区 ; C) 一 HI(M, C0),4 = 
0, 1, 2, 《4 > 2 时 所 有 上 同调 群 恒 等 于 零 .) 
如 果 甸 是 M 的 一 个 任意 开 覆 盖 , 设 {oe} 为 单纯 复 形 MM 的 《次 
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重心 重 分 后 的 所 有 项 点， 并 命 路 一 {5x0y)}， 如 果 《 充 分 大 , 则 
名 是 名 的 加 细 (定义 7.4)， 因 此 由 层 上 同调 群 的 定义 (可 参阅 附 
录 二 ), 可 知 只 需 用 这 种 邓 来 计算 HCM ,C) = limH"《%W;C)， 由 
于 单纯 复 形 的 上 同调 群 是 不 依赖 于 单 形 分 割 (simplicial subdivi- 
sion) 的 。 上 面 的 推论 说 明 每 个 这 样 的 好 都 满足 Hi'(W,，C ) = 
Hi(M,C) (表示 群 同 构 )、 因此 有 Fe(M,C) = HC(M， 
Cc). 

如 果 M 是 一 个 任意 的 实 流 形 (不 一 定 紧 的 ), 则 S. S. Caims 和 
J. H. C. Whitehead 的 定理 保证 M 有 一 个 三 角 章 分 ， 如 果 我 们 原 
假设 这 定理 的 正确 性 ， 则 上 面 的 推论 就 可 以 完全 推广 到 任何 实 流 
形 M 上 ,所 以 可 知 H*(M , C ) 与 单纯 复 形 上 同调 群 是 同 构 的 ， 


$ 10 Dolbeanalt 引 理 


Dolbeault 引 理 如果 中 是 C 内 0 点 邻 域 上 的 C“ 的 (P、4) 
形式 , 9 1, 则 在 0O 点 的 较 小 邻 域 上 存在 C“ 的 (p, 4 一 1) 形式 
7， 使 得 57 一 00。 

注意 ， 当 g 之 1 时 ,在 C 上 任何 (p, 4) 形式 都 是 5 闭 的 , 意 
即 5o 一 0， 但 在 高 维 时 ,对 应 的 Dolbcault 引 理 , 则 需 加 上 5o 一 0 
的 假设 . 

以 下 我 们 将 用 上 普通 的 记号 C? 来 指明 : C” 而 且 有 紧 支 柱 的 
函数 或 形式 ， 

证 . 设 fe C8(C), 我 们 将 找 一 函数 ”6 C"(C), 使 987/85 一 
f. 

先 证 明 这 断言 蕴含 引 理 。 只 需 考 虑 ww == hdz 和 ww = hdz 人 dz 
这 两 种 情况 .选取 函数 5 € C?(C), 使 $ 在 O 点 的 一 邻 域 炎 上 重 
等 于 1， 无 妨 设 5 的 支柱 supB 充分 小 , 使 "在 sups 上 有 定义 ， 
命 1 一 5, 并 由 断言 得 C" 济 数 %, 使 6m/6z 一 f， 立 可 验证 在 W 
上 57 一 hdz 和 5( 一 mdz) 一 hdz 八 dzs。 故 引 理 得 证 

要 证 明 断 言 , 定 义 7 如 下 ; 
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7(w )= 寺 | 。 A dz Ndz = i Le drdy, 
其 中 z 二 x 十 iy， 


我 们 先 证 7? 是 C“” 函数 ， 为 此 作 变 换 z 一 史 十 1 一 几 十 ef， 


nw) 一 二 | {w+ a Nd 


一 一 二 人 f(w 十 ye)e-edrd0， 
上 式 左边 为 普通 积分 , 立 可 看 出 9(w)€ C”. 
现 证 684/65 一 /我 人 有 


Cw =- 二 2 fw +0)) a MAai 


-二 | Ofw + de Aa 
C 


2xi Di 
命 De 为 以 0 点 为 心 半径 为 上 的 圆 , 则 有 
SL (w) = lim +2 三 人 三 


«e702 x1 rd 绎 “ £ 
-加 南 | ( A 
| 5 (Le)Aa 


tn (Ae 


一 


一 Dv 


lim 


02 ni IC-De 


由 Stokes 定理 ， 取 D, 的 边界 9D, 的 定向 为 自然 定向 ， 最 后 便 得 
到 ， 


SL (Ww) = lim 人 Lt a 


e0271 


-lim j(w + ee )d9 


~*0Z7H 
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~ f(w). ] 
注意 Poincaré 引 理 与 Dolbeault 引 理 的 区 别 , 只 在 于 后 者 把 
4 换 为 5. 
让 Dolbeault 引 理 立 得 如 下 的 强 层 解 . 
命 9: 为 全 纯 工 形式 的 芽 层 ,相应 的 
Qa(W) 一 {W 上 全 纯 微 分 } 三 TC(T%|W)， 
则 有 强 层 正 合 序列 
0 -Door 
6 8 (10.1) 
0> 0 > .or 一 .or 一 0 
其 中 正 合 性 局 部 地 应 用 Dolbeault 引 理 直接 推出 ( 见 例 9、10)。 
由 (10.1), 应 用 de Rham 定理 便 可 得 
Dolbeault 定理 .在 黎 曼 面 M 上 ,有 
信 22 尝 {(0, 1) 形式 }/{5 恰当 的 (0,1) 形式 }， 
HI(M, 02) s{(1,1) 形式}/{65 恰当 的 (1,1) 形 式 }. 
注意 ' 在 黎 曼 面 上 所 有 (0, 1) 形式 及 (1, 1) 形式 对 于 5 都 
是 闭 的 , 因为 所 有 的 〈0，2) 及 (1, 2》 形 式 都 等 于 0。 这 说 明了 
(10.2) 右边 的 特色 . 
系 10.1. 在 黎 曼 面 MY 上 ，H'(M ,CO) 一 0 的 充 要 条 件 是 M 上 
任何 (0, 1) 形式 wo, 都 存在 函数 7 使 57 一 ow. 
我 们 要 指出 , 这 系 中 的 M 不 须 是 紧 的 。 现在 用 这 系 来 作 一 个 
美好 的 推论 ， 
定理 10.1， 如 MM 是 C 上 的 连通 开 集 , 则 H'(M ,@) 一 0， 
由 $ 9 内 的 讨论 ( 见 (9.2) 下 数 行 ) ,定理 10.1 列 普 : 
系 10.2. 如 M 是 C 上 的 连通 开 集 ， 则 在 M 上 的 所 有 Mittag- 
Leffler 问题 有 解 ， 
定理 证 明 . 我 们 将 会 用 到 Runge 的 逼近 定理 , 故 先 将 这 定理 
说 明 : 
设 KCUCC，,K 是 紧 集 , U 是 开 集 ， 则 下 列 两 条 件 等 价 : 
《1) 每 个 在 K 的 一 个 邻 域 上 全 纯 的 函数 ， 都 可 用 VU 上 的 全 纯 
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(10.2) 


消 数 在 K 上 一 致 焉 近 . 

《2)》 如 丈 是 U-K 的 一 个 分 支 , 则 Ww 在 U 内 的 闭 包 是 非 紧 的 ， 

现 设 M 是 C 上 的 连通 开 集 ， 根 据 系 10.1, 只 须 证 明 若 1 是 MM 
上 的 C” 函数 , 则 有 一 个 在 M 上 C” 的 函数 x, 使 9w/8z 一 人。 

命 {Ki} 为 M 内 的 紧 集 序列 ,满足 如 下 条 件 : 

(a) M 一 Ux,, 

(b) 每 个 KK; 是 天 + 内 部 的 子 集 ，(c) 每 个 M 一 天 ,的 任 一 分 支 在 
M 内 的 闭 包 都 是 非 紧 的 ，{Ki} 的 存在 ,可 用 初等 的 方法 证 得 . 现 
用 Runge 定理 , 便 可 推 得 {K;} 的 另 一 个 性 质 : (d) 若 了 是 一 个 在 
Ki 的 邻 域 全 纯 的 函数 , 则 有 一 序列 {f,jCO(M )(M 上 全 纯 函 数 )， 
使 |Ki 一致 通 近 ]Ki。 

现 定义 画 数 > on 机 CIPCM)， 使 Vi|Ki 一 1. 命 q1 一 
由, 当 i 之 1 时 命 pi 二 一 ii. 故 有 pi|Ki- 三 0, 臣 


5 Pi 一 1 
(有 限 和 ). 由 Dolbeault 引 理 , 知 有 wi€ C~(C), 使 0wi/63 一 pif. 
既 知 gifiKi-i 三 0, 故 wi 在 Ki 的 一 个 邻 域 上 是 全 纯 函 数 .由 
(d)， 知 有 vik O(M) 使 |w 一 vl ~ 1/2: 在 Ki-t 上 成 立 . 定义 
# 一 2 (ui 一 vi). 
这 级 数 在 M 上 的 每 个 紧 子 集 上 是 一 致 收敛 的 ,因为 它 在 每 个 K: 上 
一 致 收敛 ,而 且 (a) 和 (b) 成 立 . 
国定 一 个 2 在 R 上 可 写成 
“D+ Dt — v;). 

注意 : 第 一 个 级 数 的 每 一 项 ， 禄 是 在 玉 ; 的 一 个 邻 域 上 的 全 纯 函 
数 . 因 在 K; 上 有 一 致 收敛 , 故 知 bp (wj 一) 在 K;: 上 是 全 纯 
的 . 所 以 # 在 Ki 上 是 5” 函数 ， 由 (a) su 是 M 上 的 5" 攻 数 ， 现 
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可 在 K; 上 将 x 逐 项 微分 : 


Ou _ a Ou A Om , 
CaP 
因而 定理 得 证 .] 

现在 我 们 将 Dolbeault 引 理 完全 整体 化 , 

在 $ 8 例 于 中 ,我 们 已 定义 过 一 个 层 Go( 工 )， 

人 (L) =Q(L) 一 工 的 全 纯 截 影 的 芽 层 。 


现 再 定义 
Q(L) = 工 什 的 全 纯 (1，0) 形式 的 地 层 ， 
其 中 ,对 所 有 开 集 WW， 


QL)(W) = O'(W)BO LNW) =T((L + 7%)|IW). 


这 些 记号 都 可 在 $7 和 $8 的 例子 中 找到 ，0'(L)(W) 是 环 O(W) 
上 的 模 (module)， 且 可 直接 表示 如 下 : 


O(L)(W) = {Ss.(= D8s,) : wo 为 上 的 全 纯 


(1 0) 形式 , 5; 为 在 w 上 的 全 纯 截 影 . 


现 推广 5 的 定义 ,使 产生 层 同 态 
6: A (TL) A "(LL), 
5 : A "(L) > "(TL) 
(记号 见 $8 中 例 3、 例 4 )， 且 使 8 的 核 分 别 为 2(CL》 和 2(L). 
这 推广 需 用 下 列 引 理 . 注意 : 如 果 S 是 工 在 W 上 的 全 纯 (或 C”) 
截 影 , 1 为 W 上 的 全 纯 (或 C”) 国 数 , 则 可 定义 一 个 工 在 到 上 的 全 
纯 (或 C") 截 影 15, 使 
(FS)Cx) = f(x)S(x), YxEW 
《比较 定义 7.6 后 的 讨论 )， 
引 理 10.2. 设 工 < 一 {V。, 4}, 则 
G) 在 每 一 W。 上 存在 一 个 恒 不 等 于 堆 的 全 纯 截 影 5Ce). 
(iD 设 有 为 工 在 多 上 一 个 恒 不 等 于 零 的 全 纯 截 影 , 矿 为 M 
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土 的 任意 开 集 .如 z 为 上 在 W 上 的 任 一 全 纯 ( 或 C*) 截 影 , 则 存在 
一 个 W 上 的 全 纯 (或 C”) 函数 f, 使 x = f5o. 
证 ，(i) 用 定义 7.1 的 记号 , 取 
S(x) = gal(x, 1), Vx € Wo, 
便 立 得 (iD 的 结论 . 
Gi)” 亦 用 定义 7.1 的 记号 , 命 
palSol)) = Cx, tol#)), palulx)) = (x, v(x)), 
YrE WW,. 
由 假设 得 知 za(*) 为 全 纯 且 恒 不 等 于 零 的 函数 ， 而 w(x) 为 全 纯 
(或 C”) 函数 . 命 记 三 vo/tos 则 在 斑 几 WW。 上, w 一 fo5o, 且 fo 符 
合 (i) 的 要 求 . 并 且 ,可 验证 大 的 定义 不 依赖 于 { 柬 。 $s。}, 故 在 
WN WNws 上 ,== fs， 因而 得 全 纯 (或 C*) 函数 1:W 一 C， 
使 u ==fSo ]. 
此 引 理 指出 , 工 在 每 一 下 上 的 恒 不 等 于 零 的 全 纯 截 影 S(o) 
可 以 作为 0CL)(WW。) 的 基 ( 用 全 纯 函 数 作 系 数 ). 因 此, 可 以 表示 
oy "CL)CW。) 中 的 形式 积 为 os(o)，o 为 C“ 的 〈1，0) 形式 . 
在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 在 每 WwW。 上 固定 这 样 的 一 个 SCo)， 
现在 定义 下 : .or2() 一 -ez (EL)， 另 外 的 层 同 态 
5: A (LL) .yy "(5L) 
可 类 似 定 义 之 ， 按 层 同 态 定 义 , 只 需 定 义 ， 对 于 Ye， 
: :LW) 一 "(LW,). 
为 此 只 需 对 o 二 osg(a) 定义， 其 中 ws 是 Ws。 上 的 C" 的 (1, 0) 
形式 . 定义 : 
0 = (wu)S (0), 
这 样 定义 是 合理 的 ， 因 为 若 o 表示 成 另 一 形式 一 Teto: z(a) 
为 L 在 Ws。 上 另 一 个 恒 不 等 于 零 的 全 纯 截 影 , 则 可 以 证 明 ， 
(dw)S (a) = (Bn)i(0). 
因为 根据 引 理 10.2, 存在 全 纯 函 数 1: Ws。 一 ,使 SCe) 一 f(a). 
由 v 一 woS(@) 一 nut(a), 便 得 xo 一 fws, 但 86/ 一 0, 故 有 561s 一 
f(8w。)， 因 而 有 
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《5"-)z(c) 一 15o)x(o) 一 (5oo)(jr(o)) 一 (5o)S(a). 
从 这 一 推论 过 程 中 ,可 以 看 到 上 面 5 的 定义 的 合理 性 ,依赖 于 
线 从 工 的 全 纯 性 ， 
这 样 一 来 , 立 得 如 下 的 层 正 合 序列 : 
0 一 Or(L) -> .exe(L) -一 re(L) 一 0， 
5 (10.3) 
0 一 9(L) > "LL) "CL) 一 0. 
这 些 序列 的 正 合 性 ， 是 因为 有 6《wsS(e)) 三 《6w)S(g)， 故 可 如 
《10.1) 一 样 推出 。， 由 $9 例 9.2, 知 (10.3) 是 Oo(L) 和 1(L) 的 
强 层 分 和 解 。 由 de Rham 定理 ($ 9), 可 立 得 Dolbeault 定理 如 下 . 
我 们 称 。 为 一 个 5 闭 的 工 值 形式 《6 恰当 的 工 值 形式 ) ,如 果 
5w 一 0( 有 工 值 形式 w' 使 guo' 一 w)。 在 黎 曼 面 上 ， 所 有 的 《p， 
1) 工 值 形式 都 是 5 闭 的 ,而 且 所 有 的 恰当 (p,0) 工 值 形 都 等 于 0. 
Dolbeault 定理 . 如果 MM 是 黎 曼 面 , 工 为 M 上 的 全 纯 线 从 , 则 
有 如 下 的 同 构 : 对 vp、4 之 0， 
HM，0Qt(L)) 宕 {15 闭 的 工 值 (p、4) 形式}/ 
{5 恰当 的 工 值 (p,q) 形式}. (10.4) 
注意 : 《1) Dolbeault 定理 中 的 黎 曼 面 并 是 不 一 定 紧 的 ，(2) 
到 目前 为 止 ,我 们 已 证 得 : 对 YD € 多 ， 
1D) s TCD)) < PM , (2.(D)), 
i(D) eT(TE — 1D & CM, O21(—D))) 
( 见 引 理 7.9, 引 理 7.10, 引 理 9.3). 故 RRI 中 两 项 可 用 上 同调 表 
示 . Dolbeavlt 定理 和 下 节 的 Hodge 定理 ,将 使 RRI 完全 上 同调 
化 ,然后 加 以 证 明 。(3) 在 $9 中 已 强调 , 普通 的 层 上 同调 群 的 定 
义 太 复杂 ， 很 难 直观 地 了 解 。，Dolbeault 定理 使 我 们 对 某 些 特殊 的 
《但 很 重要 的 ) 层 上 同调 群 有 进一步 的 了 解 。 但 (10.4) 右边 的 商 
群 还 是 太 复杂 .下 节 的 Hodge 定理 , 将 完全 简化 〈10.4) 的 右边 
( 见 定理 11.8)， 
以 上 三 节 提 到 的 都 是 层 论 内 最 基本 的 概念 。 在 结束 这 简短 的 
层 论 介绍 之 前 ;我们 对 这 一 理论 作 些 一 般 性 的 注 记 ， 
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在 $6, IX, 定理 6.6 的 证 明 概 要 内 ， 我 们 提 到 了 所 谓 代数 函 
数 的 基本 定理 。 这 定理 在 构造 一 个 代数 函数 的 黎 受 面 的 过 程 中 ， 
是 最 重要 的 一 步 ， 如 果 我 们 用 层 的 概念 ， 则 可 把 这 定理 说 得 更 清 
楚 一 些 ( 但 证 明 本 身 则 一 样 ): 命 CO 为 歼 曼 球面 8 的 结构 层 , 避 为 
@ 的 相伴 空间 . 设 G(w，z) 《Clw, zj] 为 一 个 不 可 约 的 代数 
函数 .由 初等 的 推论 可 知 , S 上 有 一 个 有 限 点 集 4， 使 在 5-4 
上 每 个 充分 小 的 邻 域内 ， 可 视 为 xz 的 > 值 全 纯 函 数 (一 w 在 
G(w，, z) 内 的 最 高 次 数 )。 即 是 说 , 如 了 是 5-4 内 充分 小 的 开 集 ， 
则 有 全 纯 函 数 此 ，……; 太 :本 一 C, 使 G( 太 (zz) 一 0,Vze 亚 ， 
哆 一 1, 2 pz。 用 $8 中 记号 , 命 [ 龙 ]. 为 龙 在 外 的 茎 Ca) 中 
所 定义 的 元 。 定 义 

Mi 一 {[ 态 ]: :zz€ WW 为 5S-4 中 充分 小 开 集 ， 
1 1,2,..., 1). 

Ms 是 台 的 子 空间 .上述 的 代数 函数 基本 定理 从 这 观点 看 来 ,可 以 
这 样 曾 述 : 对 于 必 的 拓扑 , M4 是 一 个 连通 的 子 空间 . 

由 于 = : 6 一 3 是 一 个 局 部 同 肘 ， 这 个 阐述 的 办 法 立刻 说 得 
很 清楚 : M; 是 一 个 黎 曼 面 ， 而且 M4 的 连通 性 , 就 很 具体 的 表达 
了 所 谓 “所 有 的 化 都 可 互相 解析 开拓 ”的 古典 说 法 。 当然, 由 Ms 
到 G(w, z) 的 黎 曼 面 Mo 本身 ,还 需要 加 上 有 限 多 个 奇异 点 ,这 些 
点 都 在 4 内 每 点 的 芭 上 ( 即 {B(x) : x€ 4})). 但 这 过 程 不 在 我 们 
的 话题 内 了 . 

其 次 ,我 们 还 想 说 清楚 层 论 内 的 Leray 定理 ， 这 定理 在 $ 9 中 
已 提 到 了 ， 

Leray 定理 ， 如 果 M 是 72 仿 紧 空间 , .多 是 M 上 的 层 ， 又 
w 一 {Ws} 为 M 的 开 覆 盖 , 且 加 满足 

HWiN NW, FF) 0, Vg >1, Vp 之 0, (10.5) 
则 

H(M, FF) 和 和 (中 ，. 多 )( 群 同 构 ) Yr 之 0, 

这 定理 的 意义 ,就 是 说 这 个 定义 极其 复杂 的 上 同调 群 HC(M ， 
久 ), 在 某 些 情况 下 可 用 较 直 观 的 矿 ( 中 ，. 多 ) 来 代替 . (10.5) 
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的 假设 看 来 很 难 满足 , 但 在 具体 情况 下 倒是 常 有 的 。 我们 可 以 举 
一 例子 ， 设 M 为 黎 曼 面 , 工 为 M 上 的 全 纯 线 从 ， 如 Le 一 >{W。， 
f2}, 无 妨 也 设 {W。} 是 M 本 身 的 坐标 覆盖 . 命 吕 一 {W。}, p 一 10， 
1, 则 

HOM, QL)) EWN, QFL)), Yr 守 0. . (10.6) 
要 证 明 这 一 同 构 , 则 只 需 证 明 相 当 于 (10.5) 的 “ 消 没 定理 ?”。 首先 
注意 : 如 果 UU 是 C 上 任意 开 集 , 则 HU,C) 一 0, Vg 之 1。 这 是 


因为 可 将 写成 一 0。， 其 中 楚 。 是 连通 开 集 . 着 o 是 U 上 


的 (0, 1) 形式 , 命 w, 一 oj7。 由 系 10.1 和 定理 10.1, 知 有 UU。 上 
的 肖 数 ,使 51, 一 w,。 命 1 为 0U 上 的 函数 ,使 fj0, 二 f,， 则 有 
561 一 w。， 由 系 10.1, 得 HI(V,B) = 二 0. 如 4 之 2， 则 可 用 Dol- 
beault 定理 推论 Hi(U , B) = 0， 断言 得 证 。 另 一 方面 ,既然 每 个 
环 。 是 坐标 邻 域 ， 可 视 每 个 WW 为 C 的 开 集 。 因 此 每 个 W, 们 …… 
介 W;, 也 是 C 上 开 集 , 故 得 
Hr(Wi,N NW, OC) = 0, Vg 1, Yp>0. (10.7) 
最 后 , 由 于 路 是 工 的 STN (定义 7.1), 用 引 理 10.2 得 知 每 个 We 
上 有 恒 不 等 于 零 的 全 纯 截 影 8S(o). 因此 ,如 果 a € @8?(L》 (Ws)， 
可 写成 o 二 wS(a), wm 是 态 。 上 的 全 纯 (p, 0) 形式 . 如 pp 二 0,% 是 
全 纯 函 数 ， 如 pp 一 1, 命 #4 为 WW。 上 的 一 个 坐标 函数 , 并 写 w = 
w'dzs。。 这 样 , 如 果 V 是 W。 上 的 任意 开 集 ,我 们 可 定义 一 个 层 同 构 
i OL)IW > OW 
使 每 个 ck 8r(L)(V) 对 应 w (如 p 一 0) 或 wo (如 p 一 了 .因此 
由 (10.7), Vg 宇 1,p 之 0， 
HC(W, NN Ws Or(L)) 宕 HW NNW,,, @)=0. 

再 由 Leray 定理 , 故 知 (10.6) 成 立 . 

在 这 本 书 内 ,而 且 事 实 上 在 复 流 形 的 理论 内 , H"'(M ， Oo 
是 最 重要 的 上 同调 群 之 一 。 (10.6) 说 明 为 什么 在 $9 中 我 们 只 
调 丑 ( 好 ; 多 ) 的 定义 , 而 忽略 HCM ， 多 ) 本 身 的 定义 . 

在 $9 中 已 说 及 ,如 果 认 是 一 个 非 紧 的 黎 曼 面 , 则 HH'(M :CD) 一 
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0， 证明 这 定理 的 方法 之 一 就 是 用 (10.7)， 这 里 不 能 说 清 楚 其 中 
较 复杂 的 细节 ,但 最 少 应 说 明 , 如 果 MM 是 一 个 (高 维 的 ) Stein 流 形 ， 
则 HrCM ,加 ) 一 0, 对 Vp 之 1 也 成 立 , 而 且 也 可 利用 相当 于 (10.7)》 
的 断言 来 证 明 . 

最 后 再 举 一 个 具体 应 用 Leray 定理 的 例子 . 设 M 是 黎 曼 面 ， 
3 一 {W。} 是 一 个 坐标 覆盖 ， 而 且 每 个 驳 。 是 单 连通 的 ， 则 对 
Yr 之 0， 

HM,C) HY; C). (10.8) 

这 个 定理 的 证 明 , 要 用 到 一 个 结果 : 如 V,、V; 是 C 上 的 单 连 
通 域 (Vi NV, 不 一 定 连 通 )， 则 Vi NV, 的 每 个 连通 分 支 都 是 单 连 
通 的 .由 黎 受 映照 定理 ， 可 设 V, 是 单位 圆 , 因此 用 一 些 初步 的 推 
论 , 不 难 验证 此 点 .现在 可 视 M 上 的 下, 为 C 上 的 单 连通 域 ,因此 
每 个 把 i, 们 … 间 Wi, 都 是 一 些 单 连通 域 之 和 , 易于 证 明 ， 如 果 一 
个 拓扑 空间 X 是 不 连通 ， 它 可 以 分 解 为 一 些 连 通 分 支 Xs(4 一 1， 
2, 3,"…*) 之 和 , 则 有 


Ha(X, C) 一 BH’(X,, C),a = 0,1,2,.…° 


这 个 等 式 对 有 限 个 a 与 可 数 个 a 均 成 立 。 因 为 对 于 C 上 每 个 单 连 
通 域 下 ,都 有 
Hi‘(W,C)=0 Ye]1， 

而 今 所 介 … 作 Wi 的 每 个 连通 分 支 都 是 单 连通 的 ,因此 
Hi(WiN NW C)—0 Va 1, 
由 Leray 定理 , 立 可 推出 (10.87。 

应 该 指出 ,在 定义 黎 曼 面 及 一 般 的 复 流 形 时 要 求 空间 是 7; 且 
仿 紧 的 (定义 3.1、3;2), 其 中 一 个 原因 是 要 应 用 层 和 上 同调 理论 . 
$ 9 内 的 主要 定理 都 需要 这 种 假设 . 


§11 Hodge 定理 和 Serre 对 候 定 理 


这 一 节 主 要 是 阐述 Hodge 定理 与 应 用 Hodge 定理 ， 
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在 这 里 主要 用 Hodge 定理 证 朋 ， 如 果 M 是 紧 的 黎 受 面 ， 则 
H(M, 0(L)) 与 HC(M ,0Q1(L)) 是 两 个 有 限 维 空间 ， 而 且 具 体 
地 找 出 这 两 个 有 限 维 诊 量 空间 的 基 (也 就 是 在 这 些 空间 中 的 所 谓 
调和 形式 的 基 )。 这 个 有 限 维 的 性 质 由 $ 10 的 Dolbeault 定理 是 无 
法 直接 看 出 来 的 . 

这 节 内 的 形式 运算 特别 多 , 而 且 比较 繁 瑞 。 对 这 点 我 们 要 加 
两 句 按 语 ， 第 一 ,这 些 形式 运算 在 高 维 时 都 基本 上 完全 成 立 , 所 以 
是 值得 学 习 的 .其 次 , Hodge 定理 在 复 流 形 上 的 应 用 无 穷 ,实在 要 
好 好 地 了 解 这 定理 每 方面 的 意义 ,包括 这 些 形式 运算 在 内 、 

定义 11.1， 设 工 为 黎 曼 面 M 上 的 (全 纯 ) 线 从 ， 工 上 的 Hermi- 
tias 度量 是 指 一 组 {《, ): : x € M}， 其 中 每 个 <， :是 7 (%) 
上 的 一 个 Hermitian 内 积 ( 即 v、v ez) 《v,， wv》 EC), 而 且 
如 s、s 是 任意 的 C” 截 影 , 则 

Xr> (s, 7。 
是 一 个 实 值 C~ 函 数 . 

以 后 简称 Hermitian 度量 为 万 度量 . 

引 理 11.2. 如 果 工 是 M 上 线 从 , {WW。, 扩 }, 又 如 果 之 ,之 
是 上 玉 度 侍 。 则 存在 一 组 C” 沙 数 {8。 : Ws。 一 R+}), 使 得 在 
WNWs 上 有 

golfsl’gs' 一 1. (11.1) 

并 且 引 理 之 逆 亦 成 立 . 

证 . 在 矿 。 上 定义 全 纯 截 影 ce(o) 一 ga, 1)， 其 中 gpa:, 
1) 表示 *r zi1((x，1)，Vx 《Ws。。 命 gs 三 《e (a),，e(o)), 由 
ec) fae(6) (注意 : 这 里 是 妨 ,， 而 不 是 站 ， 立 得 (11.1)。 反 
之 ,如 存在 一 组 {ge} 满足 引 理 中 所 述 条 件 , 则 对 v == yz!'(x, 人 9， 
v’ = Yi!(x, (x EW。)， 定义 《v，v)(x) 三 go(x) 六 。 可 验 
证 这 样 定义 的 {《,》(x) : *e M} 是 上 的 玉 度 量 .] 

以 后 我 们 总 用 e(o) 来 表示 工 在 W。 上 的 恒 不 等 于 零 的 全 纯 
截 影 ya'(*, DD. 

一 般 我 们 用 一 组 适合 引 理 的 {8。} 来 表示 上 的 一 个 互 度量 . 
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在 工 上 赋 与 妃 度 量 之 后 ,对 工 在 M 上 的 C” 截 影 ;, 定义 
zl。 一 VCz). 

习题 。M 上 的 任何 线 丛 工具 有 一 个 瓦 度量 ，( 要 用 到 C= 单 位 
分 解 .) 

习题 .对 于 工 在 M 上 的 C“ 截 影 ， 在 村 上 命 *= we(o)( 引 
理 10.2), 则 在 WW 上 有 | 小 一 gosos， 

例 1， 如 工 是 M 的 全 纯 急 从 Ts M(57, 例 3)， 则 在 TiM 
上 的 五 度量 称 为 M 上 的 互 度量 如 x: TiM 一 M 是 自然 有 英 照 ， 
则 每 个 纤维 x-'(x) 基本 上 就 是 M 在 * 上 的 切 空 间 , 所 以 一 个 M 上 
的 玖 度 量 就 赋 与 每 切 向 量 一 个 长 度 。 从 这 几何 角度 看 来 , TM 是 
一 个 很 具体 的 线 从 ,而 且 7sM 上 的 态度 量 也 有 很 直观 的 意义 ， 对 
下 面 所 有 在 线 从 上 引进 的 抽象 概念 ， 如 能 从 TvM 的 观点 去 理解 ， 
是 会 有 很 大 帮助 的 . 

现 命 Tw(L) 为 线 丛 工 在 M 上 的 所 有 C” 截 影 . Tw(L) 不 但 是 
一 个 复 向 量 空间 ( 见 定义 7.6 后 的 讨论 ) , 而 且 Vfe 4%《4' 表示 MM 
上 的 所 有 C” 函数 环 ), Vre FT。(Z)， 可 定义 ETs(L), 使 (fs) 
(x) = f(x)s(x)，YVzx € M， Tw(L) 因此 成 为 如 上 的 模 (module). 
如 用 41 表示 M 上 所 有 的 C=1 形式 ， 则 4! 也 是 如 上 的 模 。 改 
4IGQT-(L) 有 意义 ， 具 体 来 说 ,每 个 QT-(L) 内 的 元 可 写成 一 


大 
个 形式 积 的 有 限 和 : >, ws1， 其 中 wi€ 41，si ETw(L), 且 这 个 
1=1 


形式 积 满足 显然 的 线性 条 件 ， 

定义 11.3. 在 一 个 全 纯 线 从 工 上 的 联络 ,是 一 个 算 子 

D :To(L)— A'@T»(L), 
使 D 满 足下 面 两 条 件 : 
DG@y+v) = D+ Dv, Vu、v €To(L), 
DO) = (dv + HDv), Vv ETo(L), ViE A',. 

联络 的 定义 是 从 几何 学 上 引进 的 ,在 1917 年 ,Levi-Civita 发 现 
如 曲面 MCR: 上 两 点 p、4 由 一 曲线 7 连接 起 来 ， 则 在 p、9 的 切 
平面 上 M,、Ms 上 可 引进 一 个 只 依赖 于 7 的 同 构 2 : Me 一 M，， 
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这 就 是 所 谓 “ 从 ?到 4 沿 7 的 平移 ?. ,满足 一 些 自 然 的 条 件 , 例 
如 它 对 7 的 依赖 是 C” 的。 在 这 发 现 的 第 二 年 (1918), Weyl 指出 
这 个 平移 的 概念 应 是 微分 几何 的 基础 ， 并 用 无 穷 小 的 方法 来 表达 
.这 概念 。 这 就 是 联络 的 起 源 ， 经 过 后 来 不 少数 学 家 的 完善 ， 联 络 
现在 可 用 很 多 等 价 的 方法 来 定义 。 为 求 简便 , 我 们 用 的 是 一 个 较 
形式 化 的 方法 。 从 这 观点 看 来 , 联络 主要 是 一 个 能 使 我 们 内 落地 
微分 所 有 C” 截 影 的 工具 ， 说 得 更 具体 一 点 , 命 Dv 一 0v, 其 中 6 
是 M 上 的 工 形式 .如 果 X 是 在 pe M 的 一 个 切 向 量 , 则 定义 
Dxv 一 6(X)v(p)。 

所 以 Dxy 是 工 在 Pp 上 的 纤维 的 一 元 ， 容 易 验 证 

Dx + v) = Dxv t+ Dxv', 

Duxsay(e) 一 aDxv 十 5Dyv (Y 是 p 上 的 切 向 量 )， 
Dx(f2) = (Xv 十 f(pDxv (fe€ A"). 
从 这 三 个 公式 看 来 ,这 个 Dxv 跟 普 通 欧 氏 空间 上 函数 的 方向 导数 ， 
在 形式 上 是 一 致 的 。 因此 可 说 联络 的 直观 意义 是 在 C” 截 影 中 引 
进 “ 方 向 导数 ”. 
为 方便 起 见 , 现 在 系统 化 的 简化 记号 : 对 于 p,q 一 0, 1, 2， 

Jott(CM) 一 4， 

e+" (MM) 一 4? 

oA?(L)(M) = A?(L), 

uf? (L) CM) = A**(L), 


A(D) 一 @ 4(L) 一 ， @ A"). 


例如 , 4 是 在 M 上 所 有 Cc” 的 (1,0) 形式 ; 4"(L) 是 在 M 上 的 所 
有 世 值 C” 的 (0,1) 形式. 因此 联络 D 可 写成 
D: A(L)— ACL). 
如 D 是 上 的 联络 , 则 可 扩充 D 至 
D: Ar(L) ~ Ati(L), Vp > 0. 
要 定义 这 一 扩充 , 设 在 WW。 上 De(o) 一 goe(o), 9 是 贸 。 上 的 1 
形式 。 如 果 5e 4?(L), 在 W。 上 可 写 o 一 welo); 。 是 WW。 上 的 


* 109° 


? 形式 (用 引 理 10.2)， 现 定义 : 
Do = (doje(o) + (—Dr(wA 0 elo), 
亦 即 
Do = 三 {do 十 (一 LU)to 人 gje(a)， 
不 难 验证 这 定义 是 合理 的 , 即 不 依赖 于 o 一 we(c) 的 表示 形式 . 
(anti-derivation ) 。 和 

引 理 11.4， 设 二 为 线 丛 , {gs} 是 二 上 的 一 个 已 流量 则 {8。1 
具有 一 个 唯一 的 联络 D, 满足 

) dysv) = (Dy,v) + Cv, Dy), yp ze A(L), 

Gi) D 是 (1, 0) 型 的 . 

这 个 D 称 为 {ge} 的 Hermitian 联络 ， 

我 们 首先 解释 一 下 符号 ， 如 果 o 一 pdz 十 qd3, 则 定义 5 二 
Pdz 十 4dx。 又 如 果 Gv& A1(L)( 即 86€ A1,v 《AL)), 则 定义 

Ov, v) = 0ly, v), Vv € A(L), 
Cy, Ov = 0ly, v), Vy € A'CL). 

上 面 的 符号 就 清楚 地 解释 了 引 理 中 条 件 人 条件 Gi) 中 之 
D 为 (1,0) 型 ,是 指 如 果 s(@) 是 一 个 工 在 WW。 上 恒 不 等 于 零 的 全 
纯 截 影 , 可 写 Ds(a) 一 bu(o). 如 0。 是 (1,0) 型 ， 则 就 浆 忆 是 
《1, 0) 型 的 .要 证 这 定义 合理 , 设 :(@) 是 工 在 柬 。 上 另 一 个 恒 不 
等 于 零 的 全 纯 截 影 ，Dz(a) 一 pi(a)。 我 们 知道 存在 W。 上 的 全 
纯 函 数 4， 使 Kao) 一 h(a) ( 引 理 10.4) , 4 亦 恒 不 等 于 符 。 因此 
由 定义 11.3， 

Dhs(a) = h(Ds(0)) + (dh)s(a) = hlss(0) + (0h)s(0) 

= (10, 十 OR)s(o) = 406! + (OWA) (0). 
所 以 
Pe = hh!(Oh + 06.), 
仍然 是 一 个 (1 , 0) 形式 ， 这 就 表示 上 述 定义 是 合理 的 ， 

引 理 的 证 明 . 设 D 满 足 人 ) 和 (让.。 先 证 DD 的 唯一 性 ， 取 

e (a) 一 bao， 1)， 故 有 De(o) bc (oa)， 6 是 人 1，0) 型 
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de(o，e(o)) = 《De(@), el(0)) + el0), De l(a)»>, 因此 有 
dgs — Dogs + Bs go 
因为 6. 是 (0) 型 ,8 为 (0,1) 型 , 故 有 
Bgs = gugo， 即 gi'08g, 一 0. 
这 就 表示 8. 是 唯一 决定 的 , 8. 一 gi'08s 一 6 log go 
存在 性 .证明 更 为 简单 ,我 们 定义 
De(c) = (0loggo)e(a)， 
在 丈 。 上 它 自 然 满足 定义 11.3 的 条 件 。 另 外 由 DD 的 唯一 性 , 知 这 
样 定义 的 D 在 玉 。 作 W， 上 必 相 同 .] 
这 证 明 内 的 {6,}( 即 2 be(a) ,vao) 称 为 万 的 联络 形 
式 . 
” 现在 {go}、D、{9,} 都 如 上 所 述 ,在 W。 上 定义 一 个 2 形式 
8, = d0,. 
这 就 是 说 ,在 每 个 WW。 上， 
@, = 80, ~ 50 1og go, 
而 在 开门 W 上 ,有 
© 一 50 lg gs 一 50 log EAAD, 
— 50log gs + 60 log f+ 501logf 
— 00 log go ™— 0,, 
其 中 因为 及 全 纯 且 恒 不 等 于 零 , 故 log 及 局 部 全 纯 , 因 而 51o0g 太一 
aleg 杂 一 0 因此 ,在 M 上 可 整体 地 定义 一 个 2 形式 68, 使 
@|W, = 68,, 
6 称 为 黎 曼 面 M 上 的 曲率 形式 ， 
例 2， 如 果 工 一 TM, 命 6 为 Ti;M 上 的 一 个 互 度量 〈 即 G 
为 M 上 的 互 度量 ， 见 例 1) ,在 每 个 坐标 邻 域 四。 上， 可 局 部 表 
示 为 
G = yodzod5Fu) 
(其 中 zs。 是 W。 上 的 坐标 沙 数 ), 即 GC6 /6z。，6 /0z。) 一 ye 命 
“go = Ko 十 71yus 则 有 
G = yaldxs + dys), 
‘ll 


这 也 表示 在 M 上 定义 了 一 个 Riemann 度量 ( 即 所 谓 等 温 坐 标 玫 示 
的 Riemann 度量 )， 由 直接 计算 ,可 知 这 个 G 的 Hermitian 联络 就 
是 Yoldx’ 十 dy) 的 Riemann (或 称 Levi-Civita) 联络 . 在 W。 上 
定义 相应 的 2 形式 

Qs 一 YudxaN dy 


一 ys (三 dzs 人 \ ds.). 


易于 验证 ,在 WW. 站 Ws 上 有 
0, = 0,. 

因此 ,在 M 上 又 可 整体 地 定义 一 个 2 形式 8, 使 

QIW, = 0,, 
这 个 0 是 M 的 所 谓 体积 形式 . 

设 @, 为 G 的 曲率 形式 ，& 在 M 上 是 永 不 等 于 零 的 , 故 有 表示 

式 

eu = 0, 


其 中 Ko 是 M 上 的 实 值 C” 函数 。 它 就 是 黎 曼 度量 ye(d 十 dy 和 
的 Gauss 曲率 。 由 一 些 初等 的 运算 可 以 得 到 
~ 2 Ologre 
Ke 7 Bz.03. (11.2) 
一 般 来 说 ,如 果 {g。} 三 五 为 线 从 L 上 的 一 个 也 度量 , 命理 的 
曲率 形式 为 @， 用 上 面 例子 同样 的 记号 。 则 同 理 可 知 在 M 上 有 一 
个 实 值 C” 函数 K, 使 


K 
8 (§)2. 
且 在 W。 上 ， 
201logg 1. 
K Ya Ozo0za 4113) 
K 称 度量 玉 的 曲率 . 


习题 ， 如 果 工 是 M 上 平凡 线 从 , 则 可 赋 与 一 个 已 度 量 , 称 为 平 
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凡 度 量 , 使 其 曲率 便 等 于 地， 
习题 .如果 在 单位 圆 {|zx| 二 1} 上 赋 与 互 度量 


4 
Gl 
《此 通称 Poincaré 度量 ), 则 K 一 一 1 
又 如 在 C 上 峰 与 吾 度 量 
4 
OT el 
《通称 球 度量 ), 则 Ko 一 十 1。 
现在 定义 运算 ， 
* 20 一 > Al~9 lp, 
在 每 个 W。 上 ,定义 
*] = 人， 
*Q = ]， 
*dza = —idzay 


*dgos = idza, 
而 且 要 求 * 是 线性 于 4'( 即 M 上 C” 函数 )， 易 于 验证 , x* 运算 与 
局 部 坐标 的 选取 无 关 ,因此 ,这 个 定义 是 合理 的 . 
习题 .记号 如 例 2?， 
1) 在 4* 上 可 定义 一 个 内 积 (p = 1,2): 
{Ce dzxo) = G (dys, dyo) = 1/ Ysa, 
Gldrs, dys) 一 0; 
GldxeA dyas dra Ndye) = 1/7?; 
要 求 这 个 G 对 于 4 是 双 线 性 的 。 试 证 这 个 定义 是 合理 的 . 
2) 证 明 G(8, 8) 一 1( 此 即 表示 体积 形式 8 是 单位 形式 ). 
3) 定义 
* : A?—> A™?, 
如 果 9e As, 则 x*q 是 42* 内 的 元 素 , 使 得 Ye 4?, 有 
pA*gp = Gy, P)0. (11.4) 
证 明 此 * 的 定义 与 上 面 的 定义 相同 ， 
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4) 证 明 * 炎 : 4? 一 4+, 满足 
**p = (—1)rg, (11.5) 
因此 * 是 同 构 ， 
5) 证 CG(*p，*d) = Glp, $y), Yo, Y, 
此 即 表示 *# 是 保 距 的 。 另 外 、 
* 轴 一 * 硬 ， (11.6) 
此 即 表示 * 是 实 的 . 
现在 ,ou cake 4?”(L), 局 部 可 写成 m 一 ony 0 一 0259. 今 
定义 
* 01 (#00) ss 
容易 验证 这 个 定义 不 依赖 于 o 的 局 部 表示 志 式 ， 
注意 . *: 4?%(L) 一 4078( 工 )。 
由 现在 开始 , 需 假 设 M 是 紧 的 黎 受 面 。m 0; 如 上 ,定义 
人 mi) = | (ay omAva， (1.7) 


然后 要 求 (,) 是 对 ol 是 C 线性 的 ,对 是 共 罗 线 性 于 C. 很 易 
验证 这 定义 不 依赖 于 a 一 aol 和 0 一 aa 的 局 部 表示 . 〈，) 使 
A?%《L)(Yp,9 一 0，1) 成 为 一 个 内 积 空间 ,也 使 4(Z) 三 轩 4” 
(Z) 成 为 内 积 空间 ， 这 些 证 明 将 是 初等 的 。 

在 应 用 (,) 之 前 , 先 温习 一 下 《11.7) 右 边 的 积分 的 定义 . 现 M 


是 紧 黎 受 面 ， 如 是 M 上 任何 一 个 2 形式 , 则 积分 | ?的 定义 如 


下 ， 这 定义 适用 于 任意 仿 紧 流 形 . 

设 几 是 M 上 的 坐标 邻 域 。= 是 取 上 的 坐标 函数 ,5 是 WW 上 有 紧 
支柱 的 2 形式 ， 命 二 一 5 dx 和 dy， 其 中 z 二 x 十 iy,，$ 是 W 上 的 
C? 函数 ， 现 定义 

全 一 人 zitay， 
右边 的 积分 是 普通 C 上 的 Lebesgue 积分 。 这 定义 是 不 依赖 于 s 
的 洗 取 的 。 现 设 {WV} 为 M 的 局 部 有 限 的 坐标 邻 域 性 盖 ,又 设 
{gp,} 为 关于 开 覆 盖 {WW} 的 C" 单位 分 解 。 如 果 习 是 M 上 有 紧 支 
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柱 的 2 形式 , 则 上 面 已 将 每 个 |， pn 定义 , 现 定义 


ja 对 | ,rw 
不 难 验证 这 定义 是 合理 的 . 
现 回 到 (11.7)。 如 果 四 是 (p，9) 形式 , wy 是 (r，s) 形式 ， 
从 #* 的 定义 可 立 得 ; p 靳 7 或 g 关 5, 则 wr 和 A 6; 一 0， 因 此 我 们 
可 以 扩充 定义 (11.7) 到 任意 的 0 一 we€ 424( 了 ) 3 
0 = wy € A (L). 
这 样 , 当 p 关 + 或 9 关 s， 时 ,有 
(A?%4(L), A™*(L)) = 0. 
因此 , 我 们 就 在 4(L》 上 定义 了 内 积 , 使 其 成 为 内 积 空 间 , 而 且 
A?%] A"”， 当 p 关 ?+ 或 9 闫 :时 . 
我 们 现在 固定 一 个 线 丛 工 , 及 LL 上 的 一 个 羽 度 量 . 
定义 11.5。 如 果 了 T, 7，: 4(L) 一 4(L) 是 线性 算 子 ,使 得 
(Tio, 7) =— (0, Tn), Yon, 
则 称 Ti 和 7 互 为 伴随 的 ， 亦 称 T,(T)) 是 T(TD) 的 伴随 算 于 . 
习题 .# 与 # 一 是 互 为 伴随 的 ， 
现在 要 找 5 的 伴随 算 子 ， 
先 定义 线性 算 子 
D’: A?r?(L) 一 A?rtis(L)., 
若 o 二 we(e), De(a) 二 06e(a), 定义 
D'e={0w + (—l)rtwAh0,.}e(a)., 
即 是 说 ,这 个 Do 是 Da 的 (p 十 1, 9) 分 量 . 
习题 .证 明 D' 的 定义 是 合理 的 . 
引 理 11.6. 定义 9 三 一 *D'*+, 则 9 与 5 互 为 伴随 算 子 ， 
证 明 ,。 对 Va 一 ore(@) € 4+%71(L)， 
Vo, = we(a) € A?"(L), 
要 证 明 
(601, 02) = (9, 902), 
计算 


el11S。 


( 间 ) (0, Da) 一 (01, 90,) 
| (a), e (0) > MN «6, 一 | 802>， 


按 定义 

90, 一 一 *D'xos = — *(Oxwi 十 (一 1)?taxw A 0,)e(a), 
其 中 联络 形式 6. 满足 6. = gz'0g。。 因 此 
tol， 02) 一 一 1 《e(a) ,el@) oA ## (Orw; 十 (一 1)0+4xco 人 虽 ) 


M 


goA(— Dt 6xm, 十 (一 1)"tx*6, M0,) 


角 


|, 
| gao NC— Dr en drot(— Dt ga'dge) 


TT | D?ta-to N\ (Or) ga 一 wf\ #0 MN Bga, 


这 一 推导 其 中 用 到 (11.5) 和 (11.6)。 上 式 代 入 《〈 井 ); 得 到 
(801,02) 一 (01, 90;) 


~ 


= ,lo Nrm gt (~— Deri MN (Bro)g, 
一 wi 人 *5 人 dg] 

一 | 5(orA*aazgo) 一 | d(w A *mga) 一 0. 
M M 


上 人 面 几 到 3(w 人 *528a) 一 d(ol 人 人 *Gagc) 是 因为 ot 信 *528s 是 (1， 
0) 型 的 ,而 且 最 后 一 步 是 用 Stokes 定理 .] 
现在 已 有 对 于 C 线性 的 肌 轨 
8 : AP(L) 一 Le (了 7 
6 : 424( 工 ) 一 AHN(L). 
注意 : 7 一 0 一 9, 今 定义 算 子 
口 三 35 +69 = (6 + 3)’, 
按 语 : 如 果 在 C 上 取 平 凡 线 从 L 一 0, 而 且 在 工 上 取 平 凡 度 
量 , 则 


一 上 (2 2 一 2 9 
2 \Ox’ + ey’ Oz 08" 


“li6® 


口 是 自 伴 的 , 即 满足 
《Do， oa) 一 (om Doc ，Ya，oa6 ACL). 
我 们 称 口 为 5-Laplacian 或 四 方 Laplacian, 
如 果 口 pg 一 0, 则 称 9 为 ( 工 值 ) 调和 形式 . 
引 理 11.7， 在 紧 黎 曼 面 M 上 ， 
Do=0<>69 = 0,99=0. 
证 . 这 是 很 显然 的 ,根据 公式 
(Dr, 9) = (599, 9) + (9359, p) 
= (99, 39) + (Bp, Ep) 
便 可 得 证 ,] 
此 外 ,从 口 的 定义 可 知 ,口算 子 是 保 型 的 , 即 
口 : A?%(L)—> A?"(L), Vp, 9。 
下 面 来 计算 口 的 表示 式 ， 
设 在 不 。 上 ,<(c) 一 pil, 1D), go 一 <e(a)， <(c)>, 在 TM 
上 的 HH 度量 G, 可 表示 为 
G = ydrxs + dy) = yodzdz, 
其 中 z。 即 为 丈 。 上 的 坐标 函数 ,ze 一 +s 十 iy。( 见 例 2). 设 有 
f€ 4?""(L), 今 在 Ws。 上 计算 口 f 的 表示 式 . 
设 1 一 fose(oa), 其 中 f 是 WW 上 的 C” 孙 数 , 并 且 
1 当 (p, 9) 一 (0， 0)， 
as 3 ps9) = (0), 
dz 当 (p,9) = (0, 1), 
0 当 (p,q9) = (1,1). 
即 是 说 我 们 固定 了 4(Z) 在 Ws。 上 的 基 为 pce(a)。 定 义 WW。 上 的 
线 件 微 分 算 子 
一 -0 
Dh™ 二 (二 + 起 -) | 
又 命 玉 为 五 度 量 {8。} 的 曲率 ( 见 (11.3))。 通过 计算 ,可 得 : 
当 f€ 4"(L) 时 ， 
Df = (Oo)poe (0); 
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当 f€ 4"(L) 时 ， 


QO/ {Dt pe 2 )) mele); 


当 f€ .4"(L) 时 ， 


2 9log7ye。 0 | 
一 + rs 0 |K 
Dj= 1 ere 0 


了 之 OJog Ye 0 Iog ge |) 全 gse(o); 
Ya (ER Oze 


当 je AL) 时 ， 
DD f= {Ch 十 及 ) 庆 Jpoe(a)， (11.8) 

计算 这 些 公式 是 不 需要 任何 特殊 技巧 的 ,但 因为 (11.8) 在 第 
五 章 $ 20 中 对 消 没 定理 20.1 的 证 明 占 一 个 很 重要 的 地 位 ,我 们 特 
在 此 把 它 算出 来 . 

现 设 f= fsQela)， 由 定义 

口 1 一 (59 + 90) = 59/ = — 6*D'(f.c(a)) 

— Ox(Ofs 十 Oo)e(c) 
i(60f, + 5f.A0, + f.50,)e(o) 


| 


| 


.| Of _ Olog ga Bf。，- 
edzs Ndys 十 一 Se oe gz Nd, 
| a ze 人 Ozs 65 sah dz 


S00 En 


+ 9}e(a) 


一 (Do 十 天 )jee(a)， 
(11.8) 得 证 . 
这 四 个 公式 可 综合 如 下 ,在 区 。 上 填写 
f fpae (a), 
Df = 姑 poc(c)， 
则 有 


—2 ( [ea 0 9 . ) 
一 一 一 十 -一 十 此 一 一 十 i 11.9 
Ye Dz.Oz。 所 Oz, 名 Dz。 % f ( ) 


其 中 Ki、 、 Ra 是 Wo 上 的 C” 沙 数 ， 不 依赖 于 而 只 依赖 于 f 的 
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型 (p， q). 
(11.9) 的 右边 是 一 个 线性 微分 算 子 。 它 的 主 项 是 
一 2 & _1/8 ,0 
Bz.D5。 (5 一 站 


Ya Dz.D5。 
而 且 一 1/Ys < 0。 所 以 它 是 一 个 椭圆 算 子 ， 这 就 是 说 口 是 一 
线性 椭圆 微分 算 子 ， 这 一 点 是 下 列 Hodge 定理 的 证 明 的 关键 所 在 
《详细 证 明 见 下 一 章 )。 
现 命 2 ”人 (过 ) 为 所 有 的 工 值 调和 (p， 9) 形式 , 即 
Cr" (L) {EAL) : Df = 0}. 
又 命 
(LL)= DEL). 


同时 4(L) 有 内 积 (,), 故 可 讨论 4( 志 ) 上 的 有 界 算 子 , 以 及 4( 工 ) 
内 的 Cauchy 序列 等 等 拓扑 概念 . 

Hodge 定理 . 设 工 为 紧 黎 曼 面 M 上 的 全 纯 线 从 ， 现 固定 M 
上 的 一 个 五 度量 和 工 上 的 一 个 五 度量 来 定义 口 , 则 有 : 

(a) 九 (LL) 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 . 

(b) 存在 一 有 界 算 子 G : 4(L) 一 4(L), 使 得 G 的 核 KerC 一 
22(L)，G 是 保 型 的 , 即 G47?”(L)CA4r”“(L)， 而 且 G 与 5, 8 
都 是 交换 的 。 另 外 ,G 将 4(L) 的 任意 有 界 序列 映 为 一 个 Cauchy 
序列 。4C《L) 有 如 下 的 正 交 和 分 解 式 : 

A(L) = BL)BOGA(L) 

— 2(L)BGOACL). (11.10) 

事实 上 ,在 实 和 复 流 形 理论 中 有 三 个 形式 上 稍为 不 同 的 Hodge 
定理 , 但 基本 精神 却 是 无 异 的 。 上 面 的 定理 是 其 中 之 一 的 一 个 特 
例 ， 如 将 M 换 作 紧 复 流 形 , 工 换 作 全 纯 向 量 丛 , 则 定理 亦 成 立 ， 已 
故 的 英国 数学 家 J. H. C， Whitehead 曾 说 过 这 定理 是 本 世纪 最 重 
要 的 数学 定理 自然， Whitehead 不 希望 别人 把 这 句 话 作 字 面 的 
解释 ， 因 为 数学 是 一 门 博 而 深 的 学 问 。 不 能 像 球赛 一 样 分 出 第 一 
和 第 二 ， 但 Whitehead 的 基本 看 法 ,大 概 很 少 人 会 反对 的 。 因 为 
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Hodge ”定理 不 但 大 大 加 深 了 对 代数 流 形 的 了 解 , 也 把 分 析 与 拓扑 
作 了 一 个 意 想不到 的 密切 联系 ， 因 而 对 这 两 大 数学 部 门 的 日 后 发 
展 作 了 深刻 的 影响 ， 近 日 的 整体 分 析 《global analysis) ， 其 中 一 个 - 
主流 就 源 出 于 Hodge 定理 ， 

我 们 要 等 到 下 一 章 才 给 出 这 定理 的 证 明 ， 在 这 里 先 用 它 来 得 
到 一 些 重 要 而 且 有 趣 的 结果 ， 包 括 RR 定理 的 证 明 在 内 . 

我 们 有 必要 对 分 解 式 (11.10) 帮 一 说 明 .《〈11.10) 的 意思 是 ， 
对 Yae 4《L), 则 《a-GDo)€ 多 (CD)， 如 果 我 们 把 o-GDe 记 为 
Ho, 则 定义 了 一 个 投影 映照 已 : 4(L) 一作). 《1L10) 可 写 
成 

o= Ho + GLlo, Voé A(L), (11.11) 

而 且 这 表示 是 唯一 的 。 另 一 方面 , 在 (11.10) 左边 的 4(Z) 其 定 
义 当 然 与 MY 上 和 LL 上 的 玉 度 量 无关 , 但 (11.10) 的 右边 每 项 
(名 (L), 口 ;, G) 都 是 依靠 这 些 度量 来 定义 的 ， 如 果 将 M 上 的 H 
度量 和 研 上 的 也 度量 改变 ， 则 口 ，G,， 光 (CC) 也 跟随 改变 .但 
(11.10) 说 明 这 个 直 交 和 习 (1) 甸 G6 口 4(L) 都 是 不 变 的 , 仍 等 于 
A(L). 

为 求 文字 的 简洁 ,在 以 后 的 讨论 ,我 们 将 沿用 Hodge 定理 中 对 
MM 和 工 的 假设 ,而 不 另 分 述 . 

定理 11.8， 存 在 同 构 : HI(M,Q:(L)) 六 多 7) 

vp 宇 0, g 之 0. 

这 定理 北 含 在 紧 歼 曼 面 上 ，H*(M，Q?(L)) 是 有 限 维 空间 . 
很 重要 的 特例 是 当 工 是 平凡 线 从 时 ,8r《L) 一 8? 一 结构 层 @lp 二 
0) 或 全 纯 (1, 0) 形式 芽 慨 (一 1), 4(L) 一 4 二 BD A?” =M 


上 所 有 的 C= 外 形式 ,而 且 在 平凡 线 从 取 平凡 度量 后 , 口 的 局 部 表 
示 式 (11.9) 完全 简化 : 


= {2(_ 9 Olgg 0. 

口 Wfe9) 7 (5 二 之 )#] Po» 

其 中 7 是 所 有 的 7; 的 共同 常 信 ”将 多 (L) 简写 成 九 , 即 好 是 
普通 的 调和 形式 、 故 有 
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他 0) < "™, (11.12) 
HI((M, 0) 宕 多 Try， 
vg 之 0. 
这 里 应 附带 指出 ， 上 多" 就 是 所 有 M 上 整体 定义 的 全 纯 微分 ， 如 
coE 多 则 % 是 (1, 0) 形式 且 6w 一 0( 引 理 11.9), 故 % 是 全 
纯 徽 分， 反之 ,如 吕 是 全 纯 微 分 , 则 6c 一 0 且 w 是 (1 ，0) 形式 ， 
因此 8o 一 0. 由 引 理 11.9 知 o6 . 儿 ， 
定理 的 证 明 ， 当 9 = 0 时 , ?CM , 8?(L)) {fj€ A?"(CL): 
6f 二 0} (Dolbeault 定理 )。 但 当 f€A?L) 时 , 9f € A?1(L) 一 
{0}, 因此 9f 一 0. 由 引 理 11.7 及 Hodge 定理 ,得 
PCM ,OLD)) 兰 (LL). 
当 4 = 二 1 时 ,又 可 从 Dolbeault 定理 推出 ， 
HM, QA(L)) & APNLNOA LY, 
由 Hodge 定理 ， 
A?(L) = EL)DBGO + 69)4°"(L) 
= CPL DGEI A CL) 
-MLIOEIGAML)) 
CL)BEA"(L). 
9GA?1(L)C94?M(L)CA?"(L). 显然 统 ?1(L) 狼 54?*(L) 
CAraAL)， 故 
APML) = ?NL)DEA"(L). 
因此 HCM，22(L)) x 好?L) 成 立 . 
系 ， 对 于 YD 多 ,1(D) 和 i《D) 都 是 有 限 维 向 量 空间 . 
证 . 1(D) 半 (M, OAD)) 和 iD) ss FP(M, Oh 
(一 DD))) ( 见 Dolbeault 定理 后 之 讨论 ),] 
Serre 对 侦 定 理 . 设 工 是 紧 黎 曼 面 M4 上 的 全 纯 线 从 、 则 有 同 
构 
Hi(M, QL)) HM, Or(—L)), Vp gq 之 0. 
这 对 偶 定理 在 高 维 时 也 成 立 ， 在 这 小 书 的 RR 定理 的 证 明 ， 
这 对 偶 定理 是 决定 性 的 ， 我们 用 Hodge 定理 来 证 明 它 ,但 还 需要 
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先 引进 多 一 点 形式 的 工具 ， 
设 Lor{Wos 有 }, 则 (一 Wo, 有 区 见 和 7). 如 {8.} 
是 工 的 一 个 已 度量 , 则 {gz!} 是 (一 工 ) 上 的 五 度量 ( 引 理 11.2). 
现在 定义 
~! A??(L)~> A*?(—L), 
如 果 p€ 4A?%(L), 在 丈 。 上 可 写成 pg 一 we(w)、 同 样 , 设 一 工 在 
Ws。 上 相应 的 恒 不 等 于 零 的 全 纯 截 影 为 z(c) ( 即 2(a) 一 gz:， 
1)), eKo) 一 fe(8), El0) 一 fa6(8), 定义 ~~, 使 Yp& 42%(L)， 
pe Ar(—L), 
9 一 ac(o) mE ogee(0). 
但 须 证 明 这 定义 是 合理 的 。 事实 上 ， 当 Ws。 站 Ws 关中 时 ， 设 在 
Wg 一 o'e(6)。 我 们 有 o 一 wf8, 而 且 . 
08p2(8) 一 Gj88gz182(a) 一 ogee(a), 
这 就 说 明定 义 是 合理 的 . 
今 再 定义 一 kk。~~ ,显然 
40) > A (LL) 
we 0g) — (*6)8g.2(0) 
因为 * 是 实 的 ( 见 (11。6)), 故 从 定义 知道 , *。~ 一 ~~。<* , 即 
j= 二 米 o。~~ 一 ~ o。 水 。 
由 ~ 的 定义 ,可 知 ~ 是 一 个 共 驾 同 构 , 即 Vfe 4， 
Yee4z?24(ZL)， 抑 一 焕 ， 
而 且 ~ 是 一 个 同 构 ， 亦 知 * 已 是 一 个 同 构 ( 见 (11.5))。 故 有 下 列 
引 理 ， 
引 理 11.9. 对 于 vp，4 二 0， 8 :1 484(L) 一 42 一 志 ) 
是 一 个 共 轿 同 构 ， 
现在 我 们 断言 ， 如 pe 4?(L), 则 
*99 = (— Drg, C11.13) 
惠 实 上 , 若 用 表示 式 , 9 一 oe(o)，De(@) 一 9.c(a)， 则 有 
B79 一 或 (oc(a)) — (rwgoei(0)) 
= {(G*w)g, + 5g。 人 *wjz(a) 
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一 goC5*ro 十 9 人 wo)E(a) 
= Dro = (一 1D)rtetrD Ap 
一 《一 蕊 镍 ?条 一 *D'*g) 一 〈 一 1 他 99。 
现 命 {g71) 在 (一 上 ) 上 的 Hermitian 联络 为 万 , 又 命 
§ = 一 + 万"*， 
则 
了 :404 一) 一 424 (一 工 )， 
同 理 同 证 :; V9 6 4+*(L)， 
5350 一 (一 1)*tgsgp. (11.14) 
现在 命 自 三 56 十 55 : 4+”( 一 L) 一 4+"( 一 L)， 白 是 
4( 一 上) 上 的 5-Laplacian (相对 于 吾 度 量 {851)》. 
引 理 11.10， 下 列 的 图 表 是 交换 的 , 即 自 。* = 了 。 口 : 
pra) 三 or 一 加 
口 6 
A LAL). 


证 . 设 pe .454(Z). 由 (11.13) 及 (11.14), 可 计算 如 下 : 
Do 一 X59 十 95)9 = #6(99) + #3(69) 
一 (一 Def5(y99) + (— Dd) 
一 (一 D9(— D6rp 
十 〔 一 1D?+etlB( 一 1)rtatidyp 
一 (55+ 55)xp — Bo, 
引 理 得 证 .] 
系 ，9 6 A4?"(L) 是 调和 的 <> * Ed 0 人 (一 了 上 ) 是 调和 
的 . 
证 .由 引 理 11.9 及 引 理 11.10 便 可 立 得 .] 
Serre 对 偶 定 理 证 明 。 由 上 面 的 系 已 知 ， 
mL) (LL). 
加 上 Hodge 定理 (直接 的 应 用 是 定理 11.8), 立 得 这 对 偶 定 理 的 证 
明 .] 
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现 用 Serre 对 偶 定理 作 一 些 简 单 的 推论 ,我 们 考虑 紧 黎 曼 面 上 
的 如 下 序列 ， 
0 >C— > 0- .>0'—» 10. 
这 序列 是 正 合 的 ， 即 是 说 任何 一 个 全 纯 微分 局 部 一 定 是 一 个 全 纯 
函数 的 微分 。 这 是 因为 每 个 全 纯 微 分 是 一 个 闭 的 工 形式 , 所 以 这 
断言 可 以 用 Poincaré 引 理 的 普通 证 明 加 以 验证 ( 见 $2 末尾 ). 现 
在 由 此 层 的 短 正 合 序列 , 诱导 上 同调 群 长 正 合 序列 (简写 Hi(M， 
C) 为 有 CC)，, 其 它 类 推 ): 
0-> HC)- > PO HO) SHC) 
HO) HO EC) >HO) > .. 
由 Dolbeault 定理 ，HPC@O) 一 0， 且 由 MM 是 紧 的 ， 凶 (@) 兰 
C. 根据 Serre 对 偶 定理 , 取 工 为 平凡 线 从 ,此 时 有 
Hi(0) < (O°) = HNO) CC. 
再 由 引 理 3.6 和 紧 黎 曼 面 上 同调 群 的 最 基本 的 人 性质 ,知道 忆 (C) 估 
C. 现在 
(00 -一 PP(C) 一 0， 
表明 8* 是 一 个 满 同 态 ， 而 HKQ') 兰 (C ) 兰 C 。 因 为 一 个 域 
的 非 零 同 态 一 定 是 一 个 同 构 ,因此 这 个 六 就 是 一 个 同 构 ， 故 
dx(PIB)) 一 0, 即 证 :PICC) 一 HI(@O) 是 满 的 . 同样 ,M 是 紧 
的 , 则 PCC ) = C， 
0 -> PP(C) 一 > RP(O) >(Q'). 
因为 并 是 单 同 态 ; 而 PCC ) 兰 C 兰 下 (DO), 因此 关 必 是 满 
同 态 (是 一 同 构 ), 因 此 da*CH8KX《O@)) 一 0， 由 此 知道 
M0) >H(C) 
是 单 的 ， 综 合 上 述 ,我们 得 到 正 合 序列 
0 > PCO) HC) > HO) 一 0. 
出 此 得 到 间 构 
HC) < HO)@BH'(0'). 
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再 由 Serre 对 偶 定 理 
H\(@) 兰 下 (90)， 
因此 有 
HM,C) MM, OOM , 29). 
所 以 : 
dimcHIM ,0C) 一 2dimc{M 上 全 纯 微 分 式 所 成 的 空间 }. 
现在 根据 在 $6 中 所 用 & 的 定义 ， 
dim cH'(M, CcC) = dim RH'CM ， R) = 28, 
所 以 
2 二 dimc {M 上 全 纯 微 分 式 所 成 的 空间 }. (11.15) 
由 (11.12) 和 (11.12) 后 的 讨论 ,可 将 (11.15) 写成 
g 于 dim ce (11.16) 
这 等 式 在 $6 中 RR 定理 的 应 用 (IT) 里 ,我 们 已 加 证 明 、 这 两 个 证 
明 相差 不 了 多 少 ,因为 我 们 离开 RR 定理 本 身 的 证 明 很 接近 了 ， 


§12 RR 定理 的 证 明 


在 这 节 内 ,M 是 紧 黎 曼 面 . 设 多 是 M 上 的 层 ,我 们 形式 的 定 
义 ( 这 节 内 dim 表示 复 维 数 ): 


KF) = FimHM, F). 


这 与 普通 同调 类 的 Euler 示 性 数 的 定义 ， 形 式 上 是 一 至 的 。 故 亦 
取 相似 的 记号 . 
如 多 一 Or(L)， 工 6 , 则 定义 : 
ze(D) 一 全 (— DidimH'(M, 0°(L)). 


其 中 当 p 二 0 时 ,用 X(L) 代替 x?(L). 

我 们 先 研究 几 个 特例 . 

(1) LL==O 〇 二 平凡 线 从 ， 命 X(O) 为 ‰(M)( 称 为 M 的 算 
术 号 格 ). 
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由 (11.15)， 
XM) = dm mM, 6) — dimH'(M, O) 
= dimH(M, ©) — dm FP(M, 0') 
lg. 
(2) L=1D), DE WD. 
这 时 ,由 Serre 对 偶 定理 ， 
XD)) = dim CM, 8.(D))) — dm HM, 0(1(D))) 
一 dim HI(M, Q(7.(D))) 
— dim I(M, Q'(1(—D))) 
= diml(D) — dimi (D). 
( 见 $ 10 中 Delbeault 定理 后 的 讨论 .) 
(3) 设 D>0, DE 多 ,DD 一》)n(p) ps 其 中 n(p) 之 


p 


0. 命 So 是 D 所 决定 的 摩天 大 厦 层 , 即 
So = Pn(p)S,, 
使 得 Sp 在 每 点 pe M 上 的 茎 正好 是 w(p) 个 C 的 直 和 : C 合 :… 
合 C. 我 们 有 层 正 合 序列 
0 一 一 .9 po 一 一 吃 一 > So 一 一 >0。 
这 里 ,在 M 的 每 个 开 集 WW 上 ， 
FoW) = {SEO(W) : (5)— D>0}. 

( 见 $8, 例 5.)., 

无 疑 5o 是 M 上 的 强 层 (定义 9.6)， 因 此 Hi(M,，5p) 一 0， 
Vi 之 1， 易 证 dim I(M, Sp) = 4d(D). 故 

X(Sn) = dim P(M, Sp) = d(D). (12.1) 

因此 , 由 (1) 和 (2)， 知 RRI( 见 $ 6) 可 以 改写 为 下 面 的 
RERIIL, 

RRII. XO.CD)) = ad(D) + XM). 

RRIII 与 RRI 是 完全 等 价 的 。 它 的 证 明 需 要 用 到 下 列 的 代数 
性 引 理 ， 

引 理 12.1.〈1) 设 
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0 一 > 多 ,一 0 (12.2) 
为 一 个 层 的 正 合 序列 。 如 果 
dmHi(M, 多 ) < %, Vi,j, 
且 当 ij 充分 大 时 , Hi(M, 多 ;) 一 0, 则 
XH 一 X(8 + X(F,). 
(2) 如 果 DE 久 ,D 之 0, 则 有 如 下 的 正 合 序列 
0—>0Q(L — 1(D))—>0(L)—>5,-—>0, 
证 (2) 的 证 明 . 当 D 一 p 时 ,在 $9 中 已 经 证 明 过 ( 见 
(9.7))， 一 般 忆 宕 0 的 情况 ,证 明 完全 类 似 , 故 在 此 不 再 装 述 ， 
现 证 明 (1)， 简写 素 (M，, 多 有 为 下 (多 和 由 (12.2) 诱导 
上 同调 群 的 正 合 序列 
HT HF) > H'(F,) 
pr (FF ,) Hn gr,) 
因此 有 同 构 
PHiCF,) HC(F /eHi(F). 
所 以 
dim Hi(Z)) = dim otHi(F )) + dim BP*H'(F ,) 
同 理 有 
dim Hi(F,) 一 dim 8*HiVi( FF ,) 十 dm o*Hi(F )), 
dim Hi(F 3) = dim 6*Hi'(F,) + dim P*H'(F )). 
由 此 推出 ， 
X(FD — XH — XY(F,) 
= DidimoeH(F) + (~— DidimpP*H'(Z,) 


i=0 
十 2) (一 1)i+idim 6*Hi~! (F,) 十 (一 1)itidim or HCTF) 
i=0 
+ 》) (一 Ditidim oHi(F)) + (— Dtidimp*H'(Z,) 
i=0 
二 一 0., 
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RRIH 的 证 明 . 设 De 多 , 将 D 写 成 D 二 D, 一 Di, 其 中 
D, 之 0, D, 之 0. 在 引 理 12.1 的 (2) 中 ,用 4(CDD 代替 工 , 用品 ， 
代替 D，。 由 (12.1) 和 引 理 12.1 的 (1) 可 得 
XDYV) = XD)) + dD). 
同 理 ,如 用 2(D,) 代替 工 , D, 代替 D, 则 有 
XA.DD) = nM) + dD). 
两 式 相 减 , 便 得 
x(2CD)) 一 MXo(M ) 一 d(D) 一 d(D,) 一 2(D)。 
RRIHI 证 毕 .3 
最 后 我 们 应 该 指出 ,RRII 与 古典 和 的 Riemann~Roch 定理 RRI 
〈 见 $ 6) 虽然 完全 等 价 ， 但 在 概念 上 前 者 比 后 者 向 前 迈进 了 一 大 
步 ， 因 为 现在 可 以 把 Riemann~Roch 定理 看 作 一 个 计算 一 个 全 纯 
线 丛 工 的 X(L) 的 公式 ， 如果 要 向 高 维 推广 ， 命 M 为 一 个 紧 复 流 
形 , EE 为 M 上 的 全 纯 向 量 从 , 则 同 理 可 定义 


xX(E) = 5 (~— DidimH'(M , 9(E)). 


将 XCE) 表达 为 M 上 的 拓扑 不 变量 的 公式 ,就 是 所 谓 广义 Riemann~ 
Roch 定理 . RRII 说 明 X(L) 一 4(ZL) 十 (1 一 8)(2(C) 的 定义 见 
第 五 章 $ 18), 所 以 RRIII 就 是 最 简单 的 Riemann-Roch 定理 。 这 广 
义 定理 的 解决 ,是 经 过 三 十 多 年 无 数 人 的 共同 努力 的 结果 .到 目前 
为 止 ,这 方面 最 完善 的 定理 ,是 M. F. Atiyah 和 I.M. Singer 在 1963 
所 证 明 的 指数 定理 (Atiyah-Singer Index Theorem), 
注 记 

$ 7. 全 纯 线 从 是 复 流 形 上 全 纯 向 量 从 (holomorphic vector bun- 
dles) 的 一 个 特例 ， 后 者 在 Griffiths~Harris 的 书 内 Chapter 0.，$ 5 
有 一 个 初步 的 介绍 . 另外 ，Griffiths 在 1969 年 发 表 的 文章 是 值得 
细 读 的 ， 

P. A. Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, 
John Wiley and Sons, 1978, 
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P. A. Griffiths, Hermitian differential geometry, Chern classes, and 
positive vector bundles, Global Analysis (Papers in Honor of Kunihiks 
Kodaira), ed.D.C. Spencer and S. Iyunaga, University of Tokyo Press 
and Princeton University Press, 1969., 

要 真正 了 解 全 纯 向 量 从 ， 自 然 先 要 了 解 拓扑 空间 上 的 向 量 从 
的 初步 件 质 。 这 方面 的 经 典 著作 ,是 下 面 从 milnor 1957 年 的 讲义 
演变 出 来 的 书 。 这 个 1957 年 的 讲义 可 以 说 所 有 1960 年 代 的 拓扑 
学 家 都 受 了 它 的 陶 怠 . 

J.W. Milnor and J. D. Stasheff, Characteristic classes, Princeton 
University Press, 1974. 

我 们 在 第 五 章 将 证 明 1 : 多 一 纪 是 一 个 群 同 构 。 这 个 定理 
在 代数 流 形 上 的 正确 性 ,以 及 这 方面 的 基本 概念 ,是 Kodaira (小平 
邦彦 ) 以 及 D. C. Spencer 在 1950 年 度 初 期 所 提出 和 证 明 的 ,他 
们 这 方面 的 一 连 串 文章 是 代数 几何 的 一 个 突破 . 现 录 出 有 关 1 
多 一 的 文章 . 

K. Kodaira and D. C. Spencer, Groups of Complex line bundie 
over Compact Kahler varieties, Proc. Nat. Acad. Soc. U. S$. A. 39(1953) 
868- 一 872; Divisor class groups on algebraic varicties, Proc. Nat. Acad. 
Sci, U. 8S. A. 39 (1953) 872 一 877. 

$ 8 一 9。 层 的 理论 是 法 国 数学 家 J. Leray 在 1945 年 开始 发 表 
的 。 (Leray 对 数学 的 贡献 是 深入 而 且 多 方面 的 ， 在 发 表层 论 时 
他 同时 引进 了 谱 序 列 Spectral sequence 的 理论 ; 这 理论 是 近代 代数 
拓扑 的 基础 .在 非 线性 微分 方程 内 的 Schauder~Leray 理论 是 很 要 
紧 的 .. 此 外 Leray 在 多 复 变 的 残 数理 论 theory of residues 中 也 有 
重要 的 贡献 。 自 1950 年 开始 ,他 主要 的 工作 是 线性 的 双 曲 微分 方 
程 ; 他 是 这 方面 的 最 主要 人 物 之 一 .) Leray 原意 是 要 用 层 论 去 研 
究 代数 拓扑 ,特别 是 纤维 从 的 同调 论 ， 但 五 . Cartan 发 现 这 理论 刚 
好 符合 多 复 变 函 数论 的 需要 . 由 1948 至 1954 年 ，Cartan 在 他 的 
讨论 班 Séminaire Cartan 内 , 把 这 理论 简化 和 系统 化 ， 并 用 它 来 表 
达 Oka 在 多 复 变 函数 论 中 的 几 个 极 重 要 的 结果 在 1953 年 Ko- 
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daira 《小平 邦彦 ) 和 Spencer 开始 用 层 论 整 理 古 典 代 数 几何 , 并 引 
进 很 多 重要 的 想法 和 结果 ， 在 1955 年 ，Serre 更 系统 化 地 应 用 层 
论 于 抽象 代数 几何 中 . 自 此 至 今 , 层 论 就 成 为 多 复 变 六 数论 和 代数 
几何 的 基本 工具 ， 相 比 之 下 层 论 在 代数 拓扑 本 身 的 应 用 就 涉 不 足 
道 了 . 值得 一 提 的 ， 就 是 从 Leray 到 日 ,Cartan 的 层 论 请 变 过 程 
中 , A, Weil 有 一 篇 文章 起 了 一 个 极 重要 的 作用 。Weil 在 1947 年 
发 现 一 个 de Rham 定理 的 新 证 明 ， 这 证 明 没 有 用 层 论 的 术语 ,而 
生 表 面 上 看 来 是 和 层 论 无 关 的， 但 其 实 这 证 明 就 是 这 太 书 在 $9 
末 所 给 出 的 de Rham 定理 的 证 明 。 五 . Cartan 是 时 刚 着 手 整 理 层 
论 , 他 悟 到 了 Weil 这 个 想法 的 重要 性 ,在 HCartan 的 手中 , 这 
个 想法 就 变 成 了 今日 层 论 的 主要 骨干 之 一 。 Wel 的 文章 则 延 到 
1952 年 才 发 表 . 

H. Cartan, Séminaire E. N，S，1951 一 52，1953 一 54， Ecale 


Normale supérieure, Paris. 

KK. Kodaira and D，C. Spencer， 很 多 文章 ,参阅 Proc. Nai. 
Acad. U.S. A. 39 (1953), 641-——649, 865—877, 1268—1278. 

J. P. Serre, Faisceaux algébriques Coherents, Annals of Marh. 
61 (1955), 197—278. 

A, Weil, Sur les theorsmes de deRham, Comm. Math. Hely. 
26 (1952), 119—145. 

近代 层 论 的 文献 很 多 。Godement 的 书 很 完备 ， 但 这 么 长 的 
书 ,用 来 作 参 考 就 很 好 了 , 不 一 定 要 拿 来 作 课 本 念 ，Gunning 的 书 
内 $ 2 一 3 的 简介 基本 上 已 够 用 ， Gunning-Rossi 书 内 Chapters IV， 
VI 的 介绍 相当 详细 ; 他 们 不 用 Cech 理论 来 定义 上 同调 群 ,， 但 结 
. 果 自 然 仍 是 与 Cech 同调 群 同 构 。 同 时 这 书 的 Chapter VI 对 凝聚 
层 Coherent Sheaf 有 初步 的 介绍 . 这 是 一 个 很 重要 的 概念 . 

R，Godement， Topologie Algébrique et Théorie des Faisceaux, 
Hermann，1958. 

R.C. Gunning, Lectures on Riemann Surfaces, Princeton Univer- 
sity Press, 1966. 
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R.C. Gunning and H. Rossi, Analytic Function of Several Com- 
plex Variables, Frincet>n Hall Inc.，1965。 

在 我 们 这 小 书 中 ， 层 的 上 同调 群 是 很 重要 的 . 固然 单 从 $9 
中 的 讨论 读者 可 以 对 这 些 群 有 一 个 形式 上 的 了 解 、 但 如 对 古典 的 
代数 拓扑 同调 论 完全 没有 认识 的 话 ,那么 对 这 方面 的 基本 概念 (如 
上 链 、6、 等 等 ) 和 的 了 解 就 怕 只 停 在 形式 上 的 阶段 。 这 是 不 充分 的 ， 
因为 既然 不 知 所 学 的 东西 来 自 何方 ， 自 然 也 不 会 知道 自己 下 一 步 
应 到 那里 去 。 这 就 等 于 说 自己 无 法 创新 、 发 现 新 闻 题 ,和 做 有 意义 
的 研究 工作 ， 所 以 楼 真正 了 解 层 的 上 同调 论 , 就 要 对 代数 拓扑 的 
闻 调 沙子 homology functor 有 一 个 基本 认识 。 这 方面 的 完备 参考 
书 可 推荐 的 有 Spanier 和 Dold 的 两 本 书 。 只 是 要 用 作 课 本 或 自 
学 , 则 这 些 书 是 长 得 怕人 的 ，Greenberg 的 书 够 短 , 但 又 嫌 太 简略 ， 
假如 一 个 学 生 已 懂 点 集 拓 扑 而 想 读 一 本 书 以 得 同调 论 的 概括 观念 
的 话 , 则 这 本 理想 的 课本 尚未 面世 . 但 目前 可 参阅 Croom 的 著作 . 
对 同调 论 本 身 的 历史 ，Eilinberg~Steenrod 书 中 的 Preface 和 章 后 的 
Notes 有 一 个 扼要 的 序 述 。 (Eilenberg~Steenrod 这 书 的 面世 ,是 代数 
拓扑 发 展 的 一 个 转折 点 ， 这 书 的 写法 极 优美 ， 虽 不 能 作 课 本 看 ， 
但 还 是 值得 翻 一 翻 的 .) 

F. H. Croom, Basis Concepts of Algebraic Topology，Springcr 
Verlag, 1978. 

A, Dold, Lecturcs on Algebraic Topology, Springer Verlag, 1972。 

S. Eilenberg and N. E. Steenrod, Foundations of Algchraic Topo- 
logy, Princeton University Press, 1952. 

M. Greenberg, Lectures on Algcbraic Topology, W. A. Benjamin 
Inc.，1967， 

E, H. Spanier, Algebraic Topology, McGraw Hill Book Co. 
1966。 

上 面 所 要 说 明 的 一 点 ， 就 是 不 应 该 只 从 形式 上 去 了 解 层 的 上 
同调 论 .。 其 实 这 观点 在 数学 上 每 一 个 部 门 都 成 立 的 ， 比方 说 , 代 
数理 论 。、Algebraic K-theory 是 近日 发 展 得 很 莲 支 的 一 个 领域 
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这 领域 可 以 看 成 纯 代 数 , 而 且 理 论 上 一 个 不 懂 其 它 部 门 (拓扑 ,分 
析 等 ) 的 学 生 也 可 以 学 上 手 。 但 这 领域 是 由 拓扑 的 玉 理 论 所 诱导 
的 , 它 的 根 也 有 一 部 分 在 拓扑 内 。 要 是 完全 不 懂 拓 扑 而 去 研究 代 
数 天 理论 ,也 许 不 是 最 好 的 .试看 D. Quillen 在 代数 天 理论 的 决 
定性 贡献 ,就 明白 对 拓扑 学 有 透彻 的 了 解 是 如 何 的 重要 了 。 

如 果 将 C (或 Z, 或 尺 ) 看 成 常数 层 的 话 ， 在 $9 末 中 提 到 
H*(C ) 与 普通 上 同调 群 的 关系 ， 首 先 应 该 指出 这 个 H*(M, C) 
就 是 Cech 在 1932 年 所 定义 的 上 同调 群 , 见 Eilenberg~Steenrod 书 
中 的 第 九 章 ， 所 以 我 们 称 这 种 较 广 义 的 层 上 同调 理论 为 Cech 理 
论 . 一 般 来 说 ,在 有 限 维 单纯 复 形 上 所 有 常见 的 上 、 下 同调 群 都 是 
同 构 的 ,例如 单 形 同 调 群 ，Cech 同调 群 等 等 ,这 些 证 明 可 见 Spanier 
的 书 。Eilenberg 和 Steenrod 在 他 们 的 书 中 的 第 三 章 , 甚至 证 明了 
在 紧 的 单纯 复 形 范畴 中 ,上 (或 下 ) 同 调 函 子 是 唯一 的 . 《但 这 个 证 
明 并 没有 太 大 的 启发 性 .) 由 $ 9 末 所 提 到 的 Cairns~Whitehead 定 
理 , 故 知 紧 流 形 上 所 有 同调 群 都 同 构 , 这 个 Caims~Wbitehead 定理 
的 证 明 是 很 不 简单 的 ,可 参阅 : 

J. 及, Munkres, Elementary Differential Topology, Princeton Uni- 
versity Press, 1963. | 

古典 的 de Rham 定理 有 几 部 分 ,但 都 可 用 层 论 完全 证 出 ， 这 
是 H. Cartan 在 他 的 讨论 班 Séminaire Cartan 1950 一 1951 所 发 表 
的 ， 这 证 明 也 可 在 Warner 的 书 中 读 到 (这 书 比较 形式 化 )。 但 读 
者 如 要 真 了 解 这 定理 ,必需 读 de Rham 自己 的 书 . 

G, de Rham, Variétés Diffkrentiables，Hermann，1960。 

F, W., Warner, Foundation of Differentiable Manifolds and Lie 
Groups, Scott, Foresman and Co,, 1971, 

$ 10. 我 们 所 给 的 Dolbeault 引 理 的 证 明 ， 如 用 广义 函数 的 理 
论 , 则 只 需 一 行 就 了 事 : 因为 在 C 上 8 /88 (1/rz) 一 59, 所 以 了 一 
fx (1/xz) 满 足 % /6z 一 了 . (广义 函数 其 实 是 很 容易 学 而 且 很 基 
本 的 一 门 学 问 ， H6rmaader 的 书 第 一 章 有 一 个 很 精采 的 介绍 .) 
Dolbeauit 引 理 事实 上 是 Grothendieck 首先 证 明 的 ,因此 有 些 书 (如 
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Narasimhan) 根本 就 称 之 为 Grothendieck 引 理 ,但 Grothendieck 本 
人 没有 将 它 发 表 , 而 且 Dolbeault 在 差不多 的 时 候 给 出 了 独立 的 证 
明 . 加 上 Dolbeault 也 引进 了 所 谓 Dolbeault 群 (H*(M,8"(L))) 
和 证 明了 Dolbeault 定理 ,所 以 我 们 就 跟随 大 多 数 的 作者 而 称 之 为 
Dolheault 引 理 ， 自然 ,有 了 层 论 的 抽象 de Rham 定理 之 后 , Dolb- 
eault 定理 的 证 明 就 再 简易 不 过 . 

. P. Dolbeault, Formes différentielles et Cohomologie sur une variété 
analytique Complex I, II, Annals of Math. 64 (1956), 83—130; 
65 (1957), 282—330, 

L. Hoérmander, Linear Partial Differential operator, Springer- 
Verlag，1963 . 

R. Narasimhan, Analysis on Real and Complex Manifolds, North 
Holland Publishing Co., 1968. 

定理 10,2 的 证 明 是 相当 典型 的 ,所 以 值得 细 读 。 其 中 的 主要 
想法 是 这 样 ， 如 MM 是非 紧 的 , 若 要 证 明 一 个 层 的 消 没 定理 H*(M ， 
多 ) 一 0， 则 先 证 所 有 M 的 有 紧 闭 包 的 子 集 久 篆 满 足 He?(K， 
六 ) 一 0， 然 后 再 证 一 个 像 Runge 定理 的 逼近 定理 ， 将 H'(K， 
.多 ) = 二 0 扩充 至 整个 M 上 .为 了 证 明 最 后 这 一 步 ,将 只 写成 


M= jE, 
i=1 


( 见 定 理 10.2 的 证 明 ) 的 办 法 是 极 普通 的 。 这 个 想法 在 高 维 的 非 
紧 复 流 形 的 理论 中 是 很 基本 的 . 

我 们 已 不 只 一 次 提 到 如 M 是 非 紧 黎 曼 面 , 则 严 (M: ON) 一 0. 
这 定理 的 证 明 可 参考 Guenot~Narasimhan 的 文章 ，Chapitre V, $ 2. 
Harmander 的 多 复 变 函数 课本 用 相当 的 方法 证 明 它 的 高 维 推广 
(Chapter V). 

J. Guenot and R. Narasimhan, Introduction a la theorie des sur- 
faces de Riemann, L’ Enseiguement Mathématigue, 21 (1975), 123 一 
328 

L. Hérmander, An Introduction to Complex Analysis in Several 


。133。 


Variables, North Holland Publishing Co. 1968. 

Leray 定理 是 层 论 内 最 基本 的 定理 之 一 。 Gunning 和 Gunn- 
ing-Rosi 的 书 ( 见 上 ) 有 详细 证 明 。 注 意 : Leray 定理 本 身 是 所 请 
Leray 谱 序 列 的 一 个 特例 《网 Godement 的 书 中 Ch. HI，Thkoreme 
5.2.4)， 

§ 11, 对 Hodge 定理 的 严格 评价 ,可 参考 下 列 Weyl 的 文章 (第 
168 页 ) 和 Atiyah 的 文章 (第 113 一 115 页 )。 前 者 是 Weyl 在 1954 
年 的 国际 数学 家 会 议 中 ， 颁 Fields 奖章 与 Kodaira 和 Serre 时 的 
演讲 。，Weyl 在 那 时 已 六 十 九 岁 了 ,但 他 的 演讲 几乎 等 于 纯 数学 在 
过 去 十 五 年 的 发 展 的 总 括 报告 ,了 无 老 态 ， 这 种 严肃 的 治学 态度 ， 
是 应 该 学 习 的 .Adiyah 的 文章 是 Hodge 的 悼 文 ,很 可 读 ， 一般 来 
说 ,伟大 的 数学 家 死 后 的 悼 文 , 若是 由 好 的 数学 家 来 写 的话 , 总 是 
很 有 启发 性 和 教育 性 的 ， 下 列 的 文献 只 举 一 些 例 . 

M.F. Atiyah, William Vallance Douglas Hodge， Bulletin London 
Maih. Soc. 9 (1977), 99—118. 

3S. S，Chern and C. Chevalley, Blie Cartan and his mathematical 
work, Bulletin Amer, Math. Soc. 58 (1952), 217—250. 

C, Chevalley and A. Weil, Hermann Weyl (1885—1955), L’En- 
seignement Mathématique, 3 (1957), 157—187. 

H. Weyl, David Hilbert and his mathematical Work, Bulleiin 
Amer. Maih. Soc. 50 (1944), 612—654. 

H. Weyl, Adress of the President of the Ficids Medal Committee 
1954, Proc. International Congress of Mathematicians 1954, Volume 1, 
North Holland, 1957, 161—174., 

所 谓 Hodge 定理 ， 一般 是 指 以 下 三 者 之 一 : (4) 如 对 是 一 
个 可 定向 的 紧 黎 曼 流 形 ， 则 H*(M , R) 内 的 每 个 上 同调 类 可 用 一 
个 唯一 的 次 数 等 于 4 的 调和 形式 代表 . (8B) 如 果 对 是 一 个 紧 的 
Kahler 流 形 ,w 是 M 上 的 一 个 调和 形式 ,wo" 是 中 的 (p, 9) 型 分 量 ， 
其 中 人 十 9) 是 w% 的 次 数 , 则 w 也 是 一 个 调和 形式 ，(C) 设 MM 为 
一 个 紧 的 Hermitian 流 形 , 互 为 M 上 的 Hermitian 全 纯 向 量 从 , 则 
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万"(M ,8?(E)) 内 每 个 上 局 调 类 可 用 一 个 唯一 的 (p，9) 型 E 值 

在 第 二 章 $ 5 的 注 记 中 已 介绍 了 de Rham 的 书 作 为 (4) 的 
证 明 的 参考 . (8) 可 直接 由 (4) 和 Kaibler 流 形 上 的 一 些 形式 运 
算 推 论 ， 这 个 证 明 可 在 Griffiths~Harris ( 见 上 ) 书 中 Chapter 1, $1 
找到 ; 他 们 这 个 (8) 的 证 明 写 得 比较 好 ,因为 这 些 Kahler 流 形 上 
的 形式 运算 是 相当 元 长 乏味 的 ,所 以 不 易 写 ,严格 说 来 Hodge 只 
证 明了 (4) 和 (8), 但 是 真正 明白 了 (4) 和 (8) 后 ,楼 证 (C) 就 
轻而易举 .这 里 我 们 应 补充 几 旬 话 。de Rham 书 中 给 出 的 证 明 可 
能 太 具 体 ， 初 学 者 可 能 看 不 出 如 何 用 它 去 证 明 (C)。 这 方面 牵涉 
到 一 些 基本 的 线性 椭圆 微分 方程 解 的 性 质 ，Nirenberg 的 文章 说 得 
读者 需要 更 具体 的 说 明 ， 则 可 参考 Wells 的 书 ，Chapter IV， theo- 
rem 4.12 和 Chapter V, proposition 2.4. 《注意 ; Wells 这 书 过 分 抽 
象 和 形式 化 ,我 们 只 提供 参考 ,但 并 没有 推荐 .》 另 一 方面 ,我 们 这 
书 所 用 的 Hodge 定理 ,自然 是 (C) 的 特殊 情况 .在 下 一 章 所 给 的 
证 明 ,在 一 般 的 情形 基本 上 也 成 立 ， 见 下 章 的 注 记 ， 

L. Nirenberg, Pseudo~differential operators, Global Analysis, Pro- 
ceedings of Symposia in Pure Math., Volume XVI, Amer. Math, Soc. 
Publications，1970，149 一 167。 

R. O. Wells, Differentical Analysis on Complex Manifolds, Pren- 
tice Hall Inc,，1973， 

Hodge 理论 所 需 的 形式 工具 无 疑 是 比较 多 。 如 果 读 者 能 在 微 
分 几何 有 较 好 的 训练 , 则 也 不 难 接受 。 这 方面 最 重要 的 概念 是 联 
络 ， 这 概念 有 很 多 个 等 价 的 定义 。 上 面 所 用 的 定义 11.3 在 一 般 情 
形 下 也 成 立 。 此 外 可 用 M 上 的 一 组 1 形式 来 定义 , 也 可 用 MM 的 主 
要 纤维 从 上 的 1 形式 或 分 布 distribution 定义 。 要 研究 这 一 方面 ， 
主要 是 要 培养 几何 直观 ， 用 几何 的 观点 去 了 解 而 不 要 被 形式 工具 
困 住 ， 比 较 好 的 书 是 Hicks 和 Gromoll~Klingenberg~Meyer， 最 好 是 
有 人 能 写 一 本 小 书 ， 根 据 历史 的 次 序 去 介绍 这 些 基 本 概念 的 起 源 


135* 


和 品 后 的 演变 . 《下列 Hawkins 的 书 就 是 用 这 办 法 来 讨论 Lebcsgue 
积分 , 很 有 启发 性 .) 从 这 观点 看 来 ，Spivak 的 书 是 很 好 的 ， 它 对 
高 斯 和 黎 曼 的 想法 有 很 特 出 的 介绍 和 解释 ， 只 可 惜 没 有 用 同样 方 
法 来 讨论 二 十 世纪 的 发 展 . 

D. Gromoll, W, Klingenberg and W. Meyer, Riemannsche Geo- 
metrie im Grossen, Springer Verlag Lecture Notes, (Zweite Auflage), 
1975. 

了 T，Hawkins，Lebesgue's Theory of Integration: It Origin and 
Development, (2nd Edition), Chelsea Publishing Co., 1975. 

N. J. Hicks, Notes on Differential Geometry, D. Von Nostrand 
Co., 1965, 

M. Spivak, A Comprehensive Introduction to Differential Geome- 
try, Volume I—V, Publish or Perish, 1970—1975., 

Serre 在 1955 年 所 发 表 的 对 偶 定 理 的 证 明 ， 完 全 用 层 论 而 不 
用 Hodge 理 论 . 我 们 所 用 的 证 明 , 是 Kodaira 所 提出 的 . 昌 然 Kodaira 
的 文章 是 在 1953 年 发 表 , 但 他 那 时 已 经 知道 Serre 有 这 样 的 结果 ， 

K. Kodaira, On a differential~geometrie method in the theory of 
analytic Stacks, Proc, Nat. Acad. Sci.U.S.A, 39 (1953), 1268— 
1273. : 

J. P. Serre, Un th&orame de duality, Comm, Math. Helv. 29 
(1955), 9—26. 

Serre 这 对 偶 定 理 是 在 层 论 中 相当 于 流 形 拓扑 理论 中 的 Poinca- 
ré 对 侦 定理 .这 种 结果 的 重要 性 是 很 明显 的 , Serre 对 偶 定 理 不 但 在 
紧 的 高 维 复 流 形 上 也 成 立 ， 而 且 在 非 紧 的 复 流 形 上 也 有 部 分 的 推 
广 ， 见 Serre 的 原文 可 知 ， 

$ 12， Serre 在 他 的 对 偶 定理 文章 中 已 指出 , 对 偶 定 理 的 其 中 
一 个 应 用 就 是 能 将 古典 的 RR 定理 重新 解释 和 证 明 ， 我们 这 一 池 
根本 上 就 是 把 Serre 这 文章 的 后 两 页 抄 过 来 ， 

在 $ 12 末 我 们 已 指出 ,由 RRIII 我 们 可 视 Riemann-Roch 定理 
为 一 个 计算 X(ZL) 的 公式 (L 是 黎 曼 面 上 的 全 纯 线 从 )， 如 果 巨 是 
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黎 曼 面 M 上 的 一 个 全 纯 向 量 丛 , 则 Wei 在 1938 年 已 算出 XCE) 的 
公式 《自然 Weil 没有 用 层 论 或 向 量 丛 的 术语 )。 这 就 是 最 早 的 广 
义 RR 定理 在 1953 年 Serre 证 明了 他 的 对 偶 定 理 以 后 ,猜想 当 
M 是 高 维 代数 流 形 时 ，XCE) 一 定 可 以 写成 一 个 只 包含 M 的 陈 半 
KE 的 陈 类 的 多 项 式 ( 见 $20 的 RRIV)。 这 猜想 立刻 被 Hirzebr- 
uch 证 明 。 这 就 是 1954 年 发 表 的 有 名 的 Hirzebruch~Riemann~-Roch 
定理 .这 定理 不 但 推广 了 Weil 的 公式 ,而 且 它 的 证 明 方 法 在 微分 
拓扑 和 超越 代数 几何 两 方面 都 有 深远 的 影响 ，。 现 在 我 们 知道 Hir- 
zebruch 这 定理 可 以 分 开 两 方面 推广 ， 其 一 , Grothendieck 把 X(E) 
的 计算 看 作 一 个 关于 全 纯 有 映照 的 公式 .就 是 说 如 果 M、N 是 两 个 
代数 流 形 ,1 : M 一 N 是 一 个 全 纯 映 照 , 则 f 把 对 和 NN 上 的 基 些 上 
同调 类 建立 起 一 个 关系 ,这 个 公式 就 是 所 谓 Grothendieck~Riemann~ 
Roch 定理 ， 如 果 NN 是 退化 为 一 点 ， 则 1 是 一 常 值 映 照 ， 而 Gro- 
thendieck 这 公式 就 变 成 Hirzebruch 的 公式 。 Grothendieck 本 人 从 
来 没有 发 表 过 这 工作 ,倒是 Borel 和 Serre 根据 他 的 讨论 班 演讲 ， 
代 他 将 这 结果 写 下 来 ,于 1958 年 在 Bulletin Soc. Muth. France 发 
表 的 。Grothendicck 这 工作 的 重要 性 ， 不 是 限于 它 的 一 般 狂 . (有 
时 最 一 般 的 定理 未 必 最 好 .为 了 推广 而 推广 并 不 是 做 数学 的 正 
途 .) 主要 是 他 有 很 多 新 想法 .比方 说 ,他 这 工作 就 是 代数 天 理论 
和 拓扑 玉 理 论 的 出 发 点 ，Hirzebruch-Riemann-Roch 定理 的 另 一 个 
主要 推广 就 是 Atyah-Singer 指数 定理 。 如 果 M 是 一 个 紧 的 微分 流 
形 ;E 和 F 是 M 上 的 微分 向 量 从 , c 是 由 E 到 F 的 一 个 椭圆 微分 算 
子 , 则 v 一 方面 诱导 一 个 解析 指数 analytic index, 另 一 方面 由 一 个 
较 复杂 的 过 程 也 诱导 -一个 拓扑 指数 topological index， 这 两 个 指数 
的 相等 , 就 是 Atiyah-~Singer 定理 .这 定理 的 其 中 一 个 系 ,， 就 是 当 
o 二 6 十 9 时 就 得 到 Hirzebruch-Riemann~Rech 公式 在 任何 紧 复 流 
形 (不 需 代 数 流 形 ) 上 的 正确 人 性， 这 定理 首先 在 1963 年 发 表 ， 在 
过 去 的 十 五 年 中 已 发 现 了 数 个 不 同 的 证 明 , 但 定理 本 身 的 应 用 
却 是 不 多 。 自然 ; 要 是 能 找到 一 个 Grothendicck~Riemann-Roch 和 
Atiyah~Singer 两 定理 的 共同 推广 ， 使 我 们 能 对 这 方面 有 一 个 彻底 
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的 了 了解 ,就 会 是 很 重要 的 工作 ， 但 且 前 较 迫 切 的 任务 ,似乎 是 为 这 
些 极 一 般 的 和 难 证 明 的 定理 , 找 出 深 一 点 的 应 用 。 这 方面 的 文献 
很 多 , 我 们 上 只 列举 在 Hirzebruch 的 节 内 所 没有 记载 的 其 中 三 项 ， 

M. F. Atyah, R. Bott and V. K. Patodi, on the heat equation and 
the index theorem, Invent. Math. 19 (1973), 279—330. 

M. F. Atiyah and I. M. Singer, The index of elliptic opsrators 
I, TI, Annals of math. 87 (1968), 484—530, 546—604, 

F. Hirzebruch, Topological Methods in Algebraic Geometry, Third 
enlaged edition, Springer~Verlag, 1966. 

Pp. Shanahan, The Atiyab~Singer Index Theorem, Springer~Verlag 
Lecture Notes, 1978., 

最 后 我 们 应 指出 ,假如 认 是 黎 曼 面 , 则 RR 定理 的 要 点 是 在 于 
计算 CM, QCX(8)))( 一 1(D)) 的 维 数 ， 就 是 说 , 它 是 一 个 关于 
全 纯 截 影 的 存在 定理 〈 见 $ 6 注 记 的 讨论 )， 在 $6 中 (7 至 (X) 
均 已 很 有 力 地 说 明了 这 点 ， 由 这 服 光 看 来 ，RR 定理 不 是 完全 使 
人 满意 的 ， 因 为 它 只 给 出 一 个 

XC(D)) (= dim (CM, Q(1(D))) ~ dim H(M, Q(1(D))) 
的 公式 ,而 我 们 对 HICM，QG4(D))) (i《D)〉 也 是 同样 无 知 的 
所 以 只 有 在 知道 FICM 。0(4(D))) 的 特殊 情况 下 , RR 定理 才 算 
是 一 个 完善 的 存在 定理 .比方 说 ， 假 如 HI(M ,8(%(D))) 一 0， 
就 有 XC(4CD)) 一 dim im(M，2G(D)))。 读者 如 果 现 在 复习 一 
下 5$6 的 (V)， 就 了 解 在 那里 我 们 假设 4(D) 充分 大 ， 正 是 要 使 
HI(M , 8(4(D))) 一 0， 在 第 五 章 $20 中 我 们 会 把 这 消 没 定理 解 
析 清 楚 . 在 一 般 情 形 , 如 果 M 是 一 个 高 维 代数 流 形 , 则 对 应 的 消 没 
定理 也 成 立 。 这 就 是 有 名 的 Kodaira-Le Potier 消 没 定理 (了 苑 Grif- 
fiths~Harris 书 内 Chapter 1,$ 3 及 Cornalba~Griffiths 的 《3.12)). 
这 时 同样 的 ，X(E) = dim (M，8(E)), 所 以 Hirzebruch~Rie- 
mann~Roch 公式 也 就 给 这 全 纯 截 影 存在 问题 一 个 完满 的 答案 .至 
于 在 一 般 的 情形 下 dim H'(M ，Q(E)) 是 什么 ， 目前 尚未 有 结 
果 . 
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M. Cornolba and P.A. Griffiths, Some.transcendental aspects of 
algebraic geometry, Algebraic Geometry Arcata 1974, Proceeding of 
Symposia in Pure Math., Volume XXIX, Amer. Math, Soc. Pubji- 
cations, 1975, 3—110, 


se 139。 


第 四 章 ”Hodge 定理 的 证 明 


在 欧 氏 空间 上 的 Laplace 方程 Af 一 0 在 数学 史上 占 一 个 十 分 
重要 的 地 位 。 由 它 所 引起 的 Dirichlet 问题 , 很 多 第 一 流 的 数学 家 
也 普 费 劲 研究 过 ， 包 括 Riemann，Weierstass，PoincarE6，Hilbert。 为 
了 要 证 明 他 的 定理 ，Hodge 始 创 研 究 紧 黎 曼 流 形 上 的 Dirichlet 原 
理 . 他 的 工作 , 加 深 和 启发 了 我 们 对 线性 椭圆 算 子 的 了 解 。 现在 
大 家 公认 Hodge 定理 有 关 的 分 析 是 数学 界 的 最 基本 知识 之 一 ， 因 
此 这 章 的 题目 大 可 改 为 “ 椭 贺 方程 的 普通 常识 ”. 

在 这 章 内 请 注意 “局 部 分 析 ” 及 “整体 分 析 ” 的 区 别 和 它们 之 闻 
的 关系 ， 人 比方 说 ,在 $ 16 中 的 Sobolev 引 理 是 一 个 局 部 的 分 析 定 
理 。 但 Hodge 定理 断言 是 一 个 整体 的 分 析 定理 。 因为 它 的 正确 
性 是 绝对 依赖 于 MM 的 整体 紧 致 性 . 


§13 JR* 上 的 Soboley 空间 


命 9 为 尺 上 的 开 集 ， 考 虑 9@ 上 的 复 什 函数 f(x)(x 一 (xu 
x1，,"""，xa))， 对 每 个 SEZ,， 5 之 0, 命 
As(Q) = {fe CC9) : |fli < %}, 
这 里 范 数 | . | 定义 为 
l= DJ, lp, 
其 中 dx 一 dn drss 二 (my, 0n), oi E22， wu 二 0, 且 
jc| =a+ +o,, 


上 于 2” . Or": 0 ee . On 
Or! Ox Oxen” 
对 Vi、 g《 4s(8), 定义 内 积 
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(f, 8)s = | _D"fDrgax. 


ep 
由 Schwarz 不 等 式 , 有 
IQ, g)s| < ABFA 
45(8) 在 这 内 积 (,)s 及 其 诱导 的 范 数 | . 1: 下 成 为 Pre-Hilbert 
空间 . 
注意 .对 VYfe 4s(0),|1|3 一 安 1p"fli, 所 以 有 


lf fs, Yi < s. 
4s(8) 按 范 数 | .| 的 完备 化 称 为 Sobolev 空间 及 (9)。 
A(O)N Cr (QO) 
按 范 数 | ' |* 的 完备 化 则 用 应 (9) 表示 .。 

Hs(8) 和 应 ,(0) 都 是 Hilbert 空间 , 且 应 (2)CR(C9)， 可 以 
证 明 , 六 (80) 一 辐 (8) 一 LX(0)， 但 5 >> 0 时 ,一 般 说 来 , 育 ,(8) 备 
Hs(0). 

现在 引入 乙 导 数 的 概念 。 这 概念 可 由 下 面 (13.1) 所 引导 . 

对 于 ViE C“(0)，vye6 cy(C2)， 根 据 微 积分 学 的 分 部 积分 
公式 ,有 


De = CD" ,CoDg. 


此 即 
(fj De“p) 一 (一 D'"(D°f, 9) (13.1) 
定义 13,1， 对 于 jf€ Ho(Q), 如 果 存 在 如 6 Ho(8), 使 得 对 于 
任何 pe Coe(Q), 总 有 


(f, Dg)o 一 (一 Di(h, p)o, 
则 称 如 为 了 的 “ 阶 开导 数 , 且 表示 为 Def 一 如 〈 弱 )。 这 时 也 称 
/ 的 x 阶 细 时 数 存 在 . 
习题 . + 的 弱 导 数 加。 如果 存在 则 在 LX(8) 上 是 唯一 的 , 即 
在 0 上 除 测度 为 0 的 集 外 是 全 一 确定 的 ， 
在 这 章 内 ,所 有 的 函数 空间 将 会 是 L? 的 子 空间 .因此 今后 如 
果断 言 一 个 函数 有 某 性 质 时 ， 意 即 为 “ 除 测度 为 0 的 集 外 是 有 这 
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性 质 的 >， 上 面 这 习题 是 一 个 例子 ,另外 一 个 重要 的 例子 是 “了 是 
C” 水 数 ”的 意义 是 ，“ 有 一 个 C“ 函数 j, 使 了 与 为 除 一 测度 为 0 
的 集 外 相等 ”. 
习题 . 设 人 ge C”(Q)， 如 D?f 一 g( 弱 ), 则 在 普通 的 意义 下 
De 二 g 亦 成 立 . 
请 注意 : 弱 导 数 的 形式 运算 , 与 普通 导数 是 没有 分 别 的 。 这 
点 从 定义 可 直接 验证 。 比 方 说 , f、g € Ho(8), 且 弱 导数 D"f, D"g 
存在 , 则 Ye、2cC， 
Dr(af + bg) = aD’f 十 Deg。 
又 如 果 弱 导数 681/6x; 存在 ，p &《 C~(8) 而 且 9 的 导数 在 2 上 有 
界 , 则 
训 (9D 一 Blte 
断言 13.2. 如 果 fe H,《2), 则 Ya,3 |c| 所 5, 弱 导数 D*f 存 
在 . 
证 ， 由 于 f € Rs(2)， 按 H;(Q) 定义 ， 存在 一 个 序列 {fi} 
CAs(Q0), 使 得 当 i 一 0% 时， 上访 一 用 :一 0. 因 此, 当 下) 一 oo 
时 ,|j, 一 jy1s 一 0。 由 此 推出 , 对 于 vc, 3 |al 委 9$， 有 
1D 一 Doj —> 0, 
因为 HA(Q) 是 完备 的 , 故 3 如 6 HA(8), 使 当 i 一 00 时 1D?F; 一 
h"|o 一 0。 现 对 于 Yee C8?(48), 有 
(f, Dp)o = lim (fi Dr"g)o 一 lim(— 1)'"( Dr’fi, y)o 
= (~— De, pu 
此 即 DJ/ = he. 
断言 13.3， 对 于 Yj€ Hs(8), 在 De ( 弱 ) 的 意义 下 ,有 
1 一 2 Dfli. (13.2) 


lales 
注意 : 根据 断言 13.2，(13.2) 式 右边 是 有 意义 的 , 且 当 
fe (2) 时 , 它 与 原 范 数 定义 一 致 . 
证 ， 承 接 断 言 13.2 之 证 明 , 且 按 H;(8) 是 4;(8) 的 完备 化 ， 
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我 们 有 
1D 一 Di 一 0， 


上 = tim|fili = lim D>) IDfli = 2 1D’li. 
fm | 0 |ales lal&s 
此 即 说 明 断 言 13.3 成 立 .] 


为 了 对 局 (8@) 有 更 深 的 了 解 ,我 们 将 证 明 断 言 13.2 之 逆 ， 首 
先 我 们 证 明 一 个 所 谓 光 滑 化 引 理 . 


引 理 13.4. 设 XE C?CR"),X 之 0, 且 其 支柱 满足 supp(X) 忆 
{x: |z| < 1} CR。 的 单位 球 ), 并 且 | ,x 一 1， 对 Ve 之 0, 命 
义 (z) 一 吉 X[ 生 |， 对 We LXO), 定义 卷 和 


Gy (Ga = | OX — dy, 
(这 里 我 们 把 f 开拓 到 8 外 ,使 Vx 六 8, f(x) 二 0)， 则 有 
(a) dCsupp(f), R" 一 supp(f * X,)) < 6, 
其 中 a(,) 表示 距离 ; 
(b) 1F> fkX。 定义 一 个 LXQ) 到 C"(R") 由 LCR") 的 映 
照 ,并 且 按 LXCR") 的 范 数 , 当 e 一 0 时 有 
|f—f*Xl]o, Rr—>0; 
(ec) 如 果 d(supp(]), R* 一 2) > 28, 且 弱 导数 Df 存在 , 则 
Dr 来) 一 (Ds) 六 和 
注意 ,对 于 丸 也 有 | ok 一 1, 县 supp(X)Cfx :1x|<e}. 
证 . 首先, f*X, 可 写成 
Gx XC) = | fx — ey)X(y)dy, 
由 此 式 可 看 出 (a) 是 正确 的 . 
现 证 (b) , 我 们 先 证 明 , 对 Ya, D*Cj*X,) 存在 , 且 有 


D(x#x)C) = | ,HW DX — yay. (133) 
这 样 使 得 f#* 如 € C"(R")， 为 此 须 先 证 明 , (13.3) 等 式 对 于 De 一 
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-一 1,2， ,nm) 成 立 ， 
Ox! 


按 导 数 定义 ， 
FkX) (r+ Ari) — (f*X) (x) 
Axvi 


-| fly ) 
由 于 XE C?(|x| 二 e), 有 


dn Xr +t or DK) -9 一 芒 
Axi Dxi 


且 16X.Cx 一 y)/ Bzxi| 三 K, Vx、y,K 为 常数 。 因此 根据 微分 学 中 
值 定理 ,得 


3 


EG As) = kr —»)| <K, 
Axi 


GFR Ke) Cx + Axi) 一 (fk js) 
Ar; 


一 De 对 


. Xr 十 Ari 一 — X(xC— 
< 人 .10 | 全 二 全 区 二 人 


-G2 < (fw) 


、 (| Xlx 十 Ar 一念 一 Xi(x 一 纺 
和 Axi 


OX.(x — yy) Na 
加 Dxi ay) ” 
根据 关于 积分 号 下 取 极 限 的 Lebesgue 定理 , 右边 的 积分 , 当 Axr 一 0 
时 趋 于 0。 因 此 便 得 
OX.(x — y) 


EL OTC 
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同 理 , 逐 次 微 商 便 可 证 明 《13.3) 式 对 一 般 的 D? 成 立 . 
为 完成 (b) 的 证 明 , 要 用 到 下 列 不 等 式 
lf* Xelo, p* 安放 (13.4) 
注意 : 这 里 |Xjn 一 1。 这 一 不 等 式 显然 是 成 立 的 ,因为 


If* Xl), Rr 一 | dx |， f(x 一 se)XCD2y| 
if ~ eV XV zo)ay 
< |。 dx (HG 一 ey) XCy)dy )). XCy)dy 


-| a dx 
R 


< xl ,XWay | ,le ~ ey) as 
< |X fl. 
( 同 理 ,对 Vj€ L?(08), VXE LN(O), 有 |1* Xl 委 | 让 2 此 
说 明 卷 积 是 Ls 上 的 有 界 算 子 .) 
现在 证 明 , 当 s 一 0 时 ， 
lf*X. — flo— 0. 
选 序列 {fi}CCe(Q)， 使 得 当 i 一 co 时 |f; 一 fl。-> 0， 对 于 和 任意 
的 9 > 0, 可 选取 充分 大 的 i, 使 得 
{1f.—fl,<7. 
由 于 
|f* xX, — fl = [IG— 1D *X +fi*X 一 无 士 广 一 和 
SIG— fxX ot lfi*X — filot 1; — flo, 
根据 不 等 式 (13.4)， 有 
lf* XC— flos IXlelt; — flot 1f— flo + |f;* X, — filo. 
但 f,€ C8(9), fi 在 R" 上 一 臻 连续， 根据 (a), 有 紧 集 K,3 史记 
的 支柱 在 K 之 内 , 且 Vxe R*， 
| Gx* Xm—f) (2) | < 1 de 一 ey) 一 户 (x)]XCy7dy。 
因此 当 。 一 0 时 ,可 以 得 到 
lfi*X.—f| 一 0. 
这 样 , 对 任意 的 5 二 0, 先 取 9<Maxls/3，6/1(3|1Xjz)}， 选 充 
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分 大 的 i, 使 jfi 一 flo 二, 因此 当 s 充分 小 时 ,有 
|fi* Xe — flo < 6/3 
因而 有 
lif* XC— flo< 6. 
引 理 之 (b) 至 此 证 帝 . 
最 后 证 明 引 理 之 〈c). 
由 假设 及 已 证 之 〈a) ， 可 知 
d(supp(f * X), R* 一 2) > &, 
按 弱 导 数 定义 又 知 
supp (D"f) Csupp ( 力 ， 
因此 可 得 
ad (supp CD°f kkX)， 民 "一 .2) > s。 
据 此 我 们 只 需 证 明 , 对 Vxe&, 3 d(x, RR" 一 8) > se, 有 
D"(f*X) x) = (Df) kX) Cx)., 
因为 d(x, R" 一 8) > es, 这 时 作为 ?的 函数 ， 
Xx 一 7)6 CFO), 
根据 (13.3), 我 们 有 


DrG#X) Ce) = | 9 Dee — ydy 
= 1 yD"X) Cx — y)ay 
—C— De | /DIX — ey. 
再 根据 (13.1)， 
De X) Cx) -| DofCODxXCz 一 dy 


= ((D°f) ¥ Xs) (%), 
此 即 要 证 者 。 至 此 引 理 之 (ce) 得 证 .3 
引 理 13.5. 
H, = {f€ 1L:(0) : Ya, 3 lal 所 5, 弱 导数 D"f 存在 }, 


这 一 引 理 是 断言 13.2 之 逆 , 它 也 可 用 以 定义 Sobolev 空间 ， 


证 明 引 理 之 前 ,我 们 先 用 它 直接 推出 下 列 各 系 . 
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在 


系 13.1, 

Hs(9) CC2)C 2 CH(O) ECHO). 
这 一 关系 式 称 为 Sobolev 链 . 

系 13.2, 万 :(@) 是 4;(0) 在 LXQ) 内 对 于 | |: 的 闭 包 . 

系 13:3， 如 果 fE H,(8), 且 对 ve, 3 lal<<t, 有 Drf€ Hs(@)， 
则 je Hsr,(Q). 

注意 : 按 原 定 义 , Dej e Fo(8), 系 13.3 的 区 别 在 于 

De e BO). 

引 理 13.5 的 证 明 . 

设 f€Ho(8), 对 vc, 3 ]a| 志 5，D*f 存在 . 我 们 要 证 明 , 存 
在 序列 {fj}C A4(8), 使 当 ; 一 oo 时 ， |f;— fs ~ 0. 

设 {H。 (a 一 1，2,-…*) 为 2 的 局 部 有 限 且 可 数 的 开 集 履 
盖 , 满 足 砂 CCO(CC 表 示 琴 。 的 闭 包 在 2 内 是 紧 的 ). 命 {7-】 
为 一 个 从 属于 { 玉 。} 的 C” 单位 分 解 . 对 于 Ya, supp (9o 力 CCO. 
根据 引 理 13.4 可 取 序 列 5(w) 一 0， 使 对 于 V6(z) >> 0, 存 在 
gtasn) > 0, 使 得 

[DI ¥ xs — De Gna Jo < Cea 


2°+1 3 
对 于 Y8(1P8| 二 5) 成 立 . 
命 fo 一 >， (no 有) 六 un 显然 fcry€ C"(Q8)， 且 对 V6， 
18j 志 5, 有 
| Dsfscs) 一 Dj 一 


Dp’ (3 (nf) * Kean ) 
— Df (5 nef) 
= | Dr Ga) ew — Dn), 


< $Y pelsf) # Xice,n) 一 DEC 


这 一 过 程 的 推导 亦 用 到 引 理 13.4， 因 此 , 当 -00 时 我 们 有 


[few 一 四 一 0. 


< 委 8(n), 
0 
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此 即 表示 jeE BC9)， 引 悍 因而 得 证 .] 
以 上 我 们 讨论 的 是 R* 上 的 Soboley 空间 ,导数 D" 是 对 


(8, ) 
Ox” ’ Or, 


而 取 的 。 但 在 复 流 形 上 讨论 时 , 则 要 把 D* 的 形式 改变 一 下 ,例如 
在 C 上 要 把 { 语 已 寺 的 为 区 ， 让 } 我 们 现在 举 出 一 个 引 
理 如 下 . 
设 CCcCOcCRo( 即 2 在 2 内 的 闭 包 是 紧 的 ), 0、2' 为 R' 的 
开 集 ， 又 设 在 0 上 有 复 向 量 场 加 …，X。( 即 对 Yj， 
Xi 2 a 


f=1 


其 中 aje C”(0').), 使 得 对 于 Yx& 9， 


span [一 span 人 
对 于 Vfe 4s(Q)， 定 义 
上 括 寺 之 | Xe 
其 中 和 ef 一 XP Xnf. 
引 理 13.6. 在 4;(8) 上 , 范 数目 js 与 1* j; 等 价 ， 
注意 : 这 里 范 数 等 价 是 指 ， 存 在 常数 a、a2 > 0， 使 得 对 于 
vfe 4s(@)， 有 
allflls < ji}s 安 azlfl};. 
由 此 便 得 出 , 外 .1 和 | |s 在 4;《Q8) 上 诱导 的 拓扑 是 等 价 的。 所 
以 Hs:(8) 也 是 4;(8) 在 L7CQ) 中 对 于 下 :的 闭 包 ， 
习题 ， 请 给 出 引 理 13.6 的 证 明 . 
例 ， 根 据 引 理 13.6, 在 C 上 若 取 


各 一 0 =- 工 (了 ;0. ， 
Oz 2 \Ox Oy 
a 1 (2 .0 

达 二 一 二 一 一 -一 一 一 re 

:了 
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则 这 时 De 一 XX 一 (总 ) (az) 而 由 此 定义 的 范 数 与 原 
定义 的 范 数 等 价 . 


$14 定理 I, II，III 及 Hodge 定理 的 证 明 


在 这 节 内 , M 是 紧 歼 曼 面 ,L 是 M 上 的 一 个 全 纯 线 从 . 设 
{W。} 是 M 上 的 一 组 坐标 覆盖 , 且 xz。 是 W。 上 的 华 标 育 数 ， 可 设 
{WW。} 也 是 上 的 STN (定义 见 $7)。 从 M 是 紧 的 ,自然 可 设 
{ 阵 。 二 {Wi,…, Wi 如 果 m6 是 一 个 从 属于 {W。) 的 C" 单 位 
分 解 , 则 Ye 与 Vfe 4r"(L)， 可 写 时 一 opsela), 其 中 fo& Ce 
(We), el0) = ga:, 1), 而且 


1 当 (p, q) 一 (0， 0)， 
dza 当 (bp， 9) 一 (1， 0)， 
9 dz 当 (p, 9) 一 (0，1)， 


dzsNdzs 当 (p，9) 一 (1，1). 
〈 记 号 可 参阅 $ 11.) 
现在 把 每 个 WW 看 成 R( 二 C ) 上 的 开 集 ,因此 刀 就 是 民 上 
的 一 个 C? 函数 ,YSe Z,5 之 0, 在 $13 中 已 定义 了 妃 的 Sobolev 5 
范 数 , 即 
1 = 3 ,Ipslar., 
lelssS & 


其 中 dL, 是 R* 上 的 Lebesgue 测度 ， 即 dL。 = dxodye (用 zx。 一 
ru 十 一 | ye). 
现 定义 : 


了 
lf = 之， |f.13, 
Pba(L) 三 {4r%CL) 对 于 |* |s 的 完备 化 }， 
Hs(L) 一 BH8"(L). 
这 里 | .| ,的 定义 是 与 坐标 覆盖 的 选择 有 关 。 但 下 面 的 引 理 说 
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明 ,|. 1s 在 4(L) 内 所 诱导 的 拓扑 却 不 依赖 于 坐标 覆盖 的 选择 ， 

引 理 14.1。 如 果 | . | 是 用 另 一 个 坐标 覆盖 {Ws} 和 一 个 从 
属于 {Ws } 的 单位 分 解 {m4 } 所 定义 的 5 范 数 , 则 在 4CL) 上 | |s 
与 | . 上 :等 价 . 

习题 ， 请 证 明 引 理 ( 用 引 理 13.6). 

由 这 一 引 理 可 知 ， 如 果 Rs( 工 ) 和 五 ;: (CL) 分 别 表示 4(L) 对 
于 | ' 1s 和 |， 上 的 完备 化 , 则 有 线性 同 胚 $ :Hs(L) 一 不 人) 使 
D14(L) 是 恒 等 映 照 ， 所 以 今后 我 们 只 用 BH;《(L) 来 表示 4(L) 
对 于 任何 一 个 3 范 数 的 完备 化 . 

约定 ， 除 非特 别 巾 明 , 在 一 般 的 HH,(L) 上 都 是 一 开始 就 国定 
了 一 个 坐标 覆盖 { 丸 。) 和 从 属于 {W。} 的 C” 单位 分 解 {16}. 

称 Hs《L) 为 工 值 形 式 的 Sobolev 空间 . 一 般 只 简称 为 Sobolev 
空间 ，Hs(L) 是 一 个 Hilbert 空间 (参阅 $ 13)， 

现 设 M 和 工 都 有 量度 量 ， 在 $ 11 中 我 们 已 指出 这 就 在 4(L》 
上 引进 一 个 内 积 《,)《 见 《11.7))。 这 内 积 所 诱导 的 范 数 我 们 用 
] ,| 记 之 . 

习题 . 在 4(L) 上 ,]: | 与 1* |, 等 价 (用 引 理 13.6). 

因为 有 这 等 价 ，4(Z) 对 于 | . | 的 完备 化 是 与 刀 (Z) 同 胚 ， 
故 仍 用 HoCL) 表示 上 | 的 完备 化 ， 即 是 说 ,在 Bo(EL) 上 用 | | 或 
1 |, 所 得 到 的 拓扑 是 一 样 的 . 

约定 .除非 特别 申明 ,在 HuoCL) 上 用 | .| 而 不 用 | ， 1.《 这 理 
由 是 对 于 | * 1,5 与 9 互 为 伴随 算 子 ( 引 理 11.8) , 口 则 自 伴 ,这 样 
在 计算 上 很 方便 ,) 

现 设 P 一 9, 5, 5 十 3 或 口 . 命 P* 为 P 的 伴随 算 子 , 即 对 应 
地 P* 二 5, 93,5 十 3 或 口 . 

定义 14.2， 如 果 j，g€ HAL)， 定 义 Pf = g ( 弱 的 意义 )， 
如 有 

(fj Pr*e) = (g, 9), Vo € ACL). 

注意 : 如 果 16 4CL)， 则 由 P* 的 定义 有 (f, P*p) = (Pl， 

yq)。 在 这 情形 下 ,Pf 一 g〈 弱 的 意义 ) 一 > (Pf, q) = (8，9)， 
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Yee A(L)， 由 此 可 知 定 义 14.2 与 定义 13.1 基本 上 是 一 样 的 . 

例 1. 1 gE Ho(L),(6 十 9)f 一 8( 弱 的 意义 ) > (fj (5 ++ 
3)p) = (g, p), Vp € A(L). 

习题 ，P、P* 如 前 , 如 果 f，g € 4(L》 而 且 Pf 一 g( 弱 的 意 
义 ), 则 在 普通 的 意义 下 Pf = g. 

现在 已 有 充分 的 工具 来 谓 述 这 章 的 三 个 主要 定理 .Hodge 定 
理 将 由 它们 结合 而 得 ， 

定理 1 ( 口 的 Girding 不 等 式 ) 有 常数 cl，cz > 0， 使 所 有 
1e 4(L) 满足 : 

Df, PD) > cf 一 ca/ (14.1) 

定理 I. 〈(5 + 9) 的 正则 性 ) 如 果 fe HCL), gE 4(L) ,而 
且 (5 十 8) 一 8( 弱 的 意义 ), 则 je 4(L). 

定理 HI， 如 果 {f,} 是 4《L) 内 的 序列 ， 而 且 是 对 于 上. |, 范 
数 有 界 , 则 有 一 个 子 序列 {fxy} 对 上] 是 Cauchy 序列 .(〈 即 {fc0} 
在 Ho(L) 内 收敛 ,) 

因为 定理 工 比较 微妙 一 些 , 所 以 我 们 在 此 略 加 解释 ， 用 这 定 
理 的 记号 ,如 果 f 本 身 已 是 4(L) 内 一 元 , 而 g6 Ho(L)， 则 显然 
(5 + 9)f 二 g 福 g€《 A4(L). 定理 工 是 这 个 浅 易 断 言 的 逆 定 理 . 
它 所 以 成 立 是 完全 因为 (5 + 3) 是 所 谓 椭 区 算 子 之 故 ， 由 下 面 这 
例子 可 见 这 种 性 质 不 是 所 有 微分 算 子 都 具有 的 . 在 尾 上 , 命 (x， 
y) 为 普通 坐标 ， 又 命 0 一 (一 1, 1) x (一 1,1D)C 惰 ， 现 定义 
f:0 一 R, f(x,y) 一 |x|, 又 定义 P 二 8:/8y， 显 然 1& EC2) 和 
Pj 一 0€C”(9). 但 fC”*(9)， 

很 粗略 地 说 ,如 果 了 是 一 个 偏 微 分 算 子 , 而 且 常 有 Pf€ C” > 
fe C”, 则 称 P 为 一 个 有 正则 性 的 算 子 ,或 称 P 为 次 椭圆 算 子 hyp- 
oclliptic operator。 用 这 术语 ， 则 5 十 9 是 一 个 次 椭圆 算 子 ， 但 在 
息 : 上 则 不 是 每 个 偏 微 分 算 子 都 是 次 椭圆 的 ， 一 个 很 广义 的 定理 
说 ,任何 有 C= 系数 的 椭 贺 算 子 都 是 次 椭圆 的 。 这 一 类 的 定理 是 
在 1940 年 由 Weyl 首先 证 明 ， 所 以 上 述 定理 一 般 就 称 Weyl 引 
理 ， 


bd 
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定理 1, 1], II 的 证 明 将 在 下 面 三 节 给 出 。 现 在 我 们 先 用 它们 
来 推论 一 些 引 理 ,然后 用 这 些 引 理 来 证 明 Hodge 定理 ， 

引 理 14.3. 如 果 fE (LL)，g& 4《(L), 而 且 口 二 5《 纪 的 
意义 )， 则 fe 4CL), 

证 ,由 6 及 3 的 定义 可 知 5 及 3 的 局 部 表示 只 有 一 阶 的 微分 
和 0 阶 的 微分 ， 因 此 fe HA(L) > (6 十 9)fE€ Ho(L)( 断 言 13.2). 
命 p 二 (5 十 9)f, 则 口 f = (6 十 9)pg， 故 有 在 弱 的 意义 下 (6 十 
9)p € A(L)，gp € Ho(L)， 由 定理 11，w€ 4C(L)， 亦 即 (5 十 8) 
16 4(L). 再 用 定理 1, 便 得 fe 4(L).] 

引 理 14.4， 命 9+ 为 调和 形式 $CL) 在 4CL)》 内 对 于 (:,) 的 
正 交 补 , 即 

$+ = {fé ACL) : (fv) = 0, Vor€ ACL)3 Dv = 0}. 
则 有 正常 数 Co, 使 

1 用 < Co, f) vfe 9 (14.2) 

证 ， 如 不 等 式 不 成 立 , 则 存在 一 个 序列 {f,} G9, |foh = 1， 
但 (Dj 加) ->0 当 > 一 co 由 jj 一 1 和 定理 II, 知 有 子 序列 
{fon} 及 有 FE 已 o( 工 ) 使 

[fw — FI|—>0Mn() 一 op。 

另 一 方面 , 由 ( 口 1,1,) 一 0 及 引 理 11.6, 1(5 十 9)f,| 一 0. 所 
以 vee ACL) 

|(F, (5 + 3)9)| 一 lim | (facn, (5 + 9)9)| 


一 lim|((8 + 9)f00, 9)| 

< limi(5 二 3)fol lp| 

cs 0, 
即 (F, (5 十 3)9) 一 0，Yqp € 4(L). 由 定义 14.1， 有 弦 意 义 下 
的 等 式 (5 十 9)F 二 0， 根据 定理 [I, Fe€ 4(L)， 由 口 f = (5+ 
9)F 一 0, 得 Fe9(L)， 同时 Fe9+ 亦 成 立 , 因 为 Ye 9(L)、 
(P,P) = lim (jp) 一 0. 所 以 FE DCI)NS: ={0},TF 一 


0。 另 一 方面 , 由 (14.1) 有 
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1(6 + 3) 天 Cj 一 cz 大， 
其 中 Cly> 0,C2> 0. 但 |fsli 二 1 Yr, 而且 当 2 一 co 时 有 jj 一 
1Fj 一 0 和 有 |(5 + 3)j| 一 0， 因此 当 ” 一 oo 时 ， 这 不 等 式 的 
极限 是 ，0 之 Ci。 这 是 与 Cu> 0 矛盾 的 .] 
引 理 14.5.。 记 号 如 引 理 14.4, 则 口 : $+ 一 9 是 一 个 一 一 对 
应 . 
证 . 首先 证 明 口 (891!)C9+, 设 w€9:, 则 Yn€9(L)， 
(Dw, 7) = (%, OD”) 一 0， 
故 有 口 oe $+。 其 次 ,如 «, BE 5+, 口 (e 一 8) 一 0 则 表示 a 一 
BE9(L), 所 以 a 一 8 一 0, 即 “一 5 这 说 明 口 在 9 上 是 单 
的 . 
现在 剩 下 要 证 明 , 如 果 je $+， 则 有 w+ 使 口 x 一 了. 命 
B1 为 人 9 在 Hi(L) 内 对 于 |， |, 的 闭 包 ， 根 据 引 理 14.3， 只 需 找 
u& Bi 使 口 x 一 ( 弱 的 意义 ). 
在 9+ 定义 ， Vo, VE 5, 
[p, 4] = (Dp, 4), lo = [9, Pl. 
由 (14.2)，vVp 9+, gpl? 志 Collp 信 ， 同 时 因为 (6 十 3) 是 一 个 
一 阶 的 微分 算 子 ,从 | - 上 的 定义 易于 验证 ，Y€ 4CL》，| (5 十 
9)gp]? 志 Csjwm|;， 其 中 Cs 是 一 个 不 依赖 于 P 的 正常 数 。 所 以 
Yee9+, 亦 有 : 
loplP= 1G + oe cololi.. 
琴 此 | l 在 多 + 上 定义 了 一 个 与 | * 上 等 价 的 范 数 , 故 Bi 对 于 {,] 
也 是 一 个 Hilbert 空间 ， 现 定义 线性 映照 9:9+: 一 C，0(9) 一 
(gq ,fvp E95+ (f 是 9 内 给 出 的 一 元 ).， 设 es> 0 满足 1 去 
alypli, Vp € ACL), 
lo < 上川 le < Galf) ipl < CaveoltD) lol. 

所 以 在 $+ 上 , 和 是 对 于 几 . 儿 有 界 的 .因此 @ 唯一 地 扩充 成 一 个 
对 于 | 上 有 界 的 泛 函 @ : Bi 一 C. 由 Riesz 表示 定理 , 有 u《 Bi 使 
Ppl) = [q, JVpe Bi 

特别 是 对 于 所 有 p6 人 时 , 这 等 式 也 成 立 。 好 是 说 
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(p,)) = (Dp, Vp eS. 
如 果 pg € 5CL)， 由 假设 f€ :+， 左 边 等 于 0， 右边 显 然 有 〈 口 p， 
4) 一 0。 故 由 4(L) = 5(L) 田 9:， 
(9,)) = Do, WVope A(L). 

根据 定义 14.1, 口 x 一 1( 弱 的 意义 ).] 

在 引 理 14,5 的 证 明 中 , 最 重要 的 一 步 是 证 明 : 

VfE SS:, 3u€ D+3 Ou 一 人 (+*) 

我 们 应 该 指出 ,C*) 的 证 明 很 清楚 地 分 为 两 部 分 《4) 先 找 出 一 个 
“Hilbert 空间 解 ”w， 即 先 找 x6 B1.( 二 9+ 在 刀 (L》 内 的 闭 包 ) 使 
口 x = 了 在 弱 意 义 下 成 立 . (8B) 证 明 口 的 正则 性 , 即 we (LL) 和 
口 x€ A4(L) 过 x€ 4(L)。 在 十 九 刀 纪 和 二 十 世纪 初期 , 数学 家 过 
到 像 (*) 这 类 问题 时 ,都 以 为 需要 直接 从 9* 里 面 求 解 .这 就 把 问题 
和 弄 得 很 难 办 ,因为 .$+ 对 一 般 通 用 的 范 数 都 是 不 完备 的 .在 不 完备 
的 空间 上 作 分 析 的 问题 是 几乎 不 可 能 的 事 .比如 说 ,有 理 数 系 @ 是 
比 实数 系 及 简单 易 明 得 多 ， 但 在 讨论 最 基本 的 微 积 分 时 已 经 需要 
爹 Q@ 取 RR, 因 为 Q@ 是 不 完备 的 而 尽 是 完备 的 。 所 以 对 于 (*) (以 及 
这 类 微分 方程 求解 的 问题 ) ，Sobolev 空间 供给 97 一 个 适当 的 完备 
化 B1, 同时 使 我 们 了 解 (*) 可 以 分 成 较 容易 的 两 步 (4) 与 (8B). 
事实 上 (4) 的 证 明 我 们 已 知道 是 初步 的 Hilbert 空间 理论 ,在 下 面 
$ 17 中 也 将 看 到 有 了 如;《9) 为 工具 后 , 则 《8) 的 证 明 〈 即 定理 I 

在 上 节 $ 13 引进 Sobolev 空间 时 ,读者 可 能 怀疑 这 种 抽象 想法 
有 什么 好 处 .现在 可 知 这 种 想法 就 是 帮助 解决 像 (*) 这 种 具体 问 
题 的 有 力 工具 。 近 代数 学 的 抽象 趋势 ,都 可 作 如 此 观察 . 

现在 可 以 证 明 Hodge 定理 了 .我们 先 用 泛 函 分 析 通 用 的 术语 
和 Sobelev 空间 的 术语 来 重 述 这 个 定理 .首先 复习 紧 算 子 Compact 
operator ( 又 称 全 连续 算 子 Completely continious operator) 的 定义 . 
如 果 五 是 一 个 Hilbert 空间 ,了 是 一 个 赋 范 向 量 空间 , 则 线性 映照 
f :一 互 称 为 紧 算 子 ,如 果 对 任何 了 内 的 有 界 集 S5, 1(5) 在 五 内 
闭 包 是 紧 的 . 
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Hodge 定理 ， 任 一 个 紧 黎 曼 面 M 上 的 全 纯 线 从 工 均 有 如 下 
两 个 性 质 : 

(a) 所 有 工 值 调和 形式 所 成 的 空间 9(L) 是 一 个 有 限 维 空 
间 . 

(b) 有 一 个 紧 算 子 G : 4(L) 一 4(Z)，G 具 有 如 下 的 性 质 : 
GI5(L) =0,G :D! -> 9+ 是 一 个 线性 同 构 (9+ 表示 95(L) 在 
4( 工 ) 内 对 于 (,) 的 正 交 补 )，G5 一 6G, G9 一 93G， 而 且 有 如 下 
的 正 交 和 分 析 : 

4(L) 一 9(L) + GODACL). 

请 注意 G 不 仅 是 一 个 连续 算 子 而 且 是 紧 的 .在 某 些 应 用 上 这 
点 是 很 重要 的 .一般 称 G 为 Green 算 子 . 

证 。(a) 如 果 9() 是 无 限 维 的 , 则 存在 一 个 对 于 | . |, 的 无 
限 标准 正 交 基 {cor，oa，……… }. 由 (14.1),， Yi, 

lwoilt < CTH{ Oo, wi) + Clwol} = CTC. 
所 以 {wi} 对 于 | .1 是 一 个 有 界 集 。 由 定理 王 ，{wi} 有 一 个 
Cauchy 子 序列 {wo)} (对 于 | * 1,)。 这 是 不 可 能 的 ,因为 
lo — wanl? = 2, Vi(7) * i(4). 
所 以 D9(L) 是 有 限 维 的 . 
(b) 由 引 理 14.5, 知 口 : $+ 一 另 ! 是 一 个 一 一 对 应 。 今 又 定 
线性 算 子 G : 4(L) 一 4(L) 如 下 : 
GI9(L)=0 
Gl9+ = (OD):)™. 
现在 要 证 明 这 个 G 是 紧 算 子 。 设 {f,}S4(L), 而 且 fl 专 1; 
Yn。 要 证 明 {Gf,} 包含 一 个 对 于 |* | 的 Cauchy 子 序列 。 由 定理 
HI， 只 需 证 明 {16f,h} 是 有 界 的 . 根据 (14.2)，vYq € 9* 有 
lg 上 和 Col 口 py，9). 今 命 a > 0 为 一 充分 大 的 常数 , 使 |f| 所 
a|fjo，VfE 4(L)， 则 
9 和 colDol je| 
和 肥 acColDej 19lo 
< 和 4Co 吕 9| iph, voe 3 
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故 有 
je 上 入 ecol 口 | voe ®t. 
因此 如 果 将 每 个 f, 分解, f 一 所 十 芒 , 1 E59(L), 太 ED+, 则 由 
G 的 定义 : 
jcj 一 jcjj < acol DGH] 
一 4Co| 太 | 和 acCojj 和 co 

故人 1Gjfej 有 界 , 即 G 是 紧 算 子 . 

现在 来 证 明 4(L) = $(L) 旬 G6G 口 4(L)。 今 命 互 为 4(L)》 
到 (CL) 的 正 交 投影 , 则 对 每 1e 4( 工 )， 

f— Hfie 9»:, 
Sf— Hi= GOD(— HD) = GD, 
>f = Hi 十 GD 
最 后 ， 要 证 G6 一 5G， 和 G39 一 9G。 因 为 两 者 证 明 相 类 ,只 证 
前 者 . 如 fe 95CL),， 有 下 一 0 ( 引 理 11.7), 故 G 引 一 0， 但 
1€9(L), > Gf 一 0 全 5GC1 一 0. 所 以 在 (CL) 上, G5 一 5G = 
0。 剩 下 只 需 考 虑 G519+ 和 5G19+. 如 1e 3 无 妨 假定 了 一 
口 ?, 7e 59: (3 引 理 14.5)。 今 有 
G65f = GD} = 6 下 一 下 = 5cC7 = 5G1. 

上 面 用 了 两 个 显然 的 事实 : 一 是 口 5 一 5D(=595)， 另 一 是 
595+C9L( 引 理 11.7)。Hodge 定理 证 毕 ]. 


$15 定理 工 的 证 明 


现在 来 证 明 Girding 不 等 式 (14.1)， 这 里 仅 对 f€ 4"CL) 作 
出 证 明 , 其 它 几 种 情况 方法 类 似 ， 设 {W。} 是 M 上 的 一 组 坐标 覆 
盖 ; 无 妨 也 设 {WW。}》 是 线 从 工 的 STN。 因 为 M 是 紧 的 ,可 设 {W。} 
只 有 A 个 元 , 即 MM 一 WiU…UWi, EZ. 命 {19.} 为 从 属于 {WwW。} 
的 一 个 C” 单位 分 解 。f 在 WW 之 局 部 表示 为 
f = fodzac (0), 
(记号 参阅 $11),， 其 中 天 为 W。 上 之 C” 函数 。 命名 之 支柱 为 
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Z。 则 
suppy。 = ZaC EW,. 


因为 1 是 (0, 1) 型 的 ; 故 相 一 0, 因此 


(Df, 7 = (39, 9) = 191], (15.1) 
由 $14, 知 有 正常 数 ao、 al 使 
zol2 < la < alhl?, VAé ACL). (15.2) 


所 以 要 证 (14.1), 只 需求 19f1 的 下 界 . 
现 复 习 (11.9) 及 它 前 面 的 记号 ,在 W。 上 , 命 
Ce(0), elo)) = ges 


M 的 五 度量 一 yodzod3。， (15.3) 
De(a) = 0.c(a)， 
我 们 断言 在 Ws。 上 ， 
== 一 一 一 Of Sgée e 
sj 一 二 二 osee) (@). (15.4) 
这 公式 可 证 明 如 次 : 


391 一 一 冰刀 *(fdze(a)) 
一 —i*D'(fdzel(0)) 
一 一 if{f61 Ad 十 /0. 人 dzje(o) 


二 一 i {[ 十 天 Sse azN dzse (0) 


Ya 


.2 Of ge 
= 一 i 和 + 四 


一 (15.4) 之 右边 
由 (15.4) 及 | . |。 之 定义 得 
ah 十 Ee (ar (15.5) 


lafli ~ 于 | (2 可- 让 Dz。 


其 中 aL 是 WW 上 的 Lebesgue 测度 dxodyo(z6 一 xo 十 iu)， 
现 讨论 一 个 初等 而 有 用 的 不 等 式 . 设 p、E€《C, 则 |9 十 5] 之 
(lp| — 181) = |g?+ 1m—2lpllsl.， 同时 Ye>>0，0 扫 


(li 一 二 ED) 一 人 9 十 喜 1EP 一 291 故 得 
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lv+ P20— do —(S— i)sh (5.0) 


nl = 一 Ologgs 。- 1 
命 中 Yo Bz ”s nofo zx。 3 8 Vz 由 (15,5) 及 (15.6)， 


2 
Of or， 
Za 


lol> |, 4 


— 3), (2) lee ls.,. 
合 
4= min {rin( 2), 
= me {ns(2) | eee| }. 
A1 与 心 均 为 不 依赖 于 # ZE 
1 用 4 >), a 总 | — 4 5), lhlar, 
= A >), [a 1 人 re | ro 一 4 人 (15.7) 
又 命 


= OMefo) Eo ome ol 
中 oz 3 专 fo Br ， 6 VY 


由 (1.56) 及 (15.7), 有 
442 ~ A nf) |? 


一 而 5, |) lar — A (15.8) 


再 命 
By 


ez。 } 


A = Max { max 
a=],* 态 Zs 


A, 亦 是 一 个 不 依赖 于 ff 的 正常 数 , 且 
， 458 。 . 


On 


本 >| Oz, 
由 *4dz。 二 一 idz。 及 定义 (11.7)， 
I | Ke) ele)) fo las N as) 


2 
Jf la Le 之 一 A; 5 |fel22Lo. (15.9) 


We 


> | CORIONIALCN EY 


一 | ?ge 
今 双 全 
4 一 .qin 2 时 
4 也 是 一 个 不 依赖 于 7 的 正常 数 ,并 且 
| 由 > 才 大 Po， 
故 (15.2) 给 涵 ,Va 
一 人 hlar, < — lf (15.10) 


因为 共有 个。, 由 (15.8) 一 (15.10) 可 得 
,AS ome) gp (sd14k | 
1 有 > 95), ar, ~ (Et + 和 1 


应 用 (15.1)， 有 
(D1, f) > > ,| 


其 中 4; 与 4 是 不 依赖 于 f 的 正常 数 . 
要 简化 (15.11) 的 右边 , 须 注 意 如 果 pe C? (WV )， 则 在 W。 
上 的 分 部 积分 得 


2 


dLe— Aslfli, ~ (15.11) 


| OF ?gL, -| op . .5 g7, 
Wo Oz We Oz, Oz, 
Op 
一 一 ，0dL。 
| Oz Oxo " 
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2 
= 一 | dp. gar, 


We Ozo Ozo 
一 | ae . 65 gp 
Wa OFs Oss “ 
一 f |-8p 
人 Oz 
因此 在 (15.11) 中 ， ?cj 既 有 紧 支 福 , 有 


2 
dLo。 


ee 人 


+ 


=l 2 2 
2 i HAD 


上 面 最 后 的 等 式 用 了 引 理 13.6 和 它 后 面 的 注 记 。 代 入 (15.11) 则 
得 
4 As\1yl2 
(DD > Sl (4+ ES) 
这 就 是 Garding 不 等 式 (14.1). 


§ 16 Rellich 引 理 、Sobolev 引 理 与 H._,(9) 


为 了 证 有 明定 理工 和 IT, 我 们 必须 回 到 开 集 QCR" 上 讨论 . 根 
据 引 理 13.5 的 系 13.3, 如 果 0 志 5 之 i(s wt EZ), 则 H,(8)CH;(9)， 
且 由 此 可 得 总 (9)CRB,(8)。 因 此 我 们 得 一 自然 内 射 

i: B.(0) 一 应 (9)。 

Rellich 引 理 ,如果 0 为 R 上 有 界 开 集 , 则 i 是 紧 算 子 . 

在 证 明 这 一 引 理 之 前 ,我 们 先 看 一 个 例子 . 命 C'[a, 2] 为 所 
有 在 区 间 [a,5] 上 有 连续 导数 的 函数 的 集 。 我 们 在 C'la, 5] 中 
引入 两 个 范 数 ， 

(fi = Max|1C*)| ， 
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有 = Max| f(x)|] 十 Max Jf Cx) |. 


设 So、S1 分 别 为 Ci[a， 6] 对 于 | ” 作 和 上 | “ 的 完备 化 . 显然 
SICSCCf[fe, 2 

(Clas5] 是 [a,5] 上 所 有 连续 函数 的 集 )， 

断言 : 自然 内 射 

1: Si~—> So 

是 紧 算 子 . 

为 此 只 需 说 明 ， 如 果 任 何 序列 {f,}cC5, 且 上 fh 志 1， 必 存 
在 子 序列 {fc)}, 使 其 对 于 : 有 是 Cauchy 序列 .而 根据 Ascoli- 
Arzela 定理 ， 归 结 到 证 明 {f} 是 一 致 有 界 和 等 度 连续 ， 但 由 假设 
上 so 筷 虽 i 志 1， 因 此 {f,} 一 臻 有 界 。 另外 由 fl < jj 条 
1, 及 微分 学 的 中 值 定理 , 可 得 

上 jx) ACOIE AC -EP 

其 中 z€ [a, 5], 由 此 立 得 {f。} 的 等 度 连 续 性 ， 

从 这 一 具体 例子 ,我们 可 看 到 Rellich 引 理 的 主要 想法 . 

下 面 先 建立 两 个 引 理 ,然后 用 它们 来 证 明 Rellich 引 理 ， 

引 理 16.1， 设 X 和 X, 如 引 理 13.4 所 定义 者 ， 如果 2 为 玉 的 
开 集 , 则 对 任意 :> 0， 存 在 常数 4, > 0, 使 得 Vie 应 (02), 有 

jf— f* Xl na" < eA Xi 

其 中 中 .外 -ae 为 HCR?") 的 范 数 ，4, 为 仅 与 + 有 关 的 常数 。 

证 ， 先 设 je CP(0)。 对 Yx、y€ R", 定义 

8y(z) = fz 十 7) ~— fx), 

我 们 有 


gy (*) 一 >， 省 (x 二 1y)di, 
j= .00xi 
其 中 y (ys, ys). 应 用 Schwarz 不 等 式 得 
lgs PEn 2) 中 
j=1 
因此 对 x* 积分 后 ,有 


of 2 
5 (x 十 9)| di, 


sa 161， 


i 1 
|g,(z) 肝 过 sa | 


i=1 


of 
Br 


2 
= 中 
j=1 ”JR 


ef |? % 
S| dr < fi 
Bx, x " 2 lf 


若 用 普通 记号 jy|? 一 >) 几 ， 则 有 


FACOIHE -SADIE (16.1) 
另 一 方面 .根据 定义 有 


(f# Xo— fx) 一 | fl — ey) — 1(#)]XCy)4y 


iyl 
和 | as” "Xdy, 
由 Schwarz 不 等 式 得 
[Gx — DPS xB ew lay, 


ly 


两 边 对 zx 积分 后 , 根据 (16.1), 便 可 得 到 
fx lie < xllesCa li( |e)) 


< (of lx 
把 这 一 不 等 式 应 用 于 D*f，|a| 过: 一 1， 然后 根据 引 理 13.4 之 
《c), 则 Vie C?C9) 首 闻 (0), 可 得 

IDrCGf¥ Xs — lB,rr = |CD°f) kX — Drf|iR® 

< (a 7) Ilpl. 

由 (13.2) 得 
[fx¥ XO— fliir® < 4] 引诱? 
其 中 4; 为 仅 与 有 关 的 常数 ， 此 即 引 理 对 任 一 f€ C?《0) 成 立 ， 
在 一 般 情况 下 , Vi€ 应 (9), 3{f,}CC?(Q), 使 1f, 一 拓 , 一 0. 应 
用 引 理 13.4 之 (c) 及 不 等 式 (13.4), 便 得 不 等 式 对 一 般 的 1 成 
立 ， 引 理 得 证 .] 
162。 


引 理 16.2， 如 果 吕 为 尺 " 的 有 界 开 集 ， RE CICR")， 定 义 算 
子 
K :11:0)— LR"), K(f) = f*R, viE LQ), 
其 中 
Gx Ce) = | OR — yay, 
则 天 是 紧 筑 子 。 
证 .从 (f*) 的 定义 ,可 直接 验证 (fx* 和 ) 是 连续 的 ， 且 supp 
《fj* 录 包含 于 如 下 有 界 集 
SS={x+y:+*+€0,y €supp(k)} 
之 内 ( 见 引 理 13,.4(a))。 因 此 Ki& CHKR")CLXR"), 故 K 的 定义 
是 合理 的 . 
今 要 证 天 是 紧 算 子 , 设 序列 {fCLX9), 3 | 上访 jo 生 1， 只 
需 证 明 {K(f)} 在 3 上 一 致 有 界 和 等 度 连 续 , 然后 由 Ascoli-Arzela 
定理 ，{K (fi)} 在 S 上 存在 一 致 收敛 子 序列 ， 由 此 便 推 出 这 子 序 
列 在 LXR') 中 收 伍 ， 
直接 由 定义 


KCDCD 一 | fk 一 24 


应 用 Schwarz 不 等 式 可 得 ,Vx € 民 " 
[K(f) C2) | < NR lrcp® |fil 0) S [klip®,,. 
因此 {K(f))) 一 致 有 界 ， 同 时 ,如 x、 x R"， 
| CKfi) (x2) 一 (Kf) (Cx)] < sup{ KCxz y) R(x 一 y)} 


x | fl < sup{tn —») — kn — 7)} 
x ( | 1 ) ili 


在 最 后 的 不 等 式 中 我 们 又 用 了 Schwarz 不 等 式 。 因为 2 有 界 ,| 1 


是 一 个 有 限 常数 ， 亦 知 |fijzco) 委 1， 最 后 ,因为 《ee CMR*)， 故 
4 在 R" 上 一 致 连 续 ,因此 当 wy 和 x 充分 接近 时 ,上 式 右边 的 sup 
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是 充分 小 的 。 这 就 证 明了 {Kfi} 的 等 度 连 续 性 ， 因 此 引 理 得 证 .,】 
Rellich 引 理 的 证 明 . . 
我 们 要 证 明 如 Q 有 界 , 则 
1 :应 (9) BQ) GA 
是 紧 算 子 . 由 于 存在 等 距 映 照 
1: BAO) -> BR"), 
故 只 需 证 明 
1oi : BO0) = BR") 
是 紧 算 子 . 
首先 , 按 引 理 13.4，Yf6 忆 (2)，(j 六 %) E C8CR")。 所 以 对 
Ve >0, 可 以 定义 
7 : BL(Q) — BR') 
(注意 ,右边 是 应 ,(R") 而 不 是 站,(8)) 使 得 vf 闻 (8)， 


Tf) = f*%. 
当 @ 一 0 时 , 按 算 子 范 数 有 
oi — Td > 0, 


这 是 因为 对 于 Vfe 应 (9), 由 引 理 16.1， 
Cei 一 TO | sr |f —f* Xl sR < eAsulXlolf|sn 
< eAsnlXlolf],. 
按 算 子 范 数 的 定义 , 便 有 
lioi— Tl < eAsnlxXlo. 
因此 ,只 需 证 得 7, 是 紧 的 , 则 由 于 了 . 一 致 收敛 于 1oi, 1oi 使 
是 紧 的 ( 任 一 组 紧 算 子 的 一 致 极限 也 是 紧 算 子 ). 
现 证 7. 是 紧 的 。 设 序列 {fs}CABCQ8), 3 1 < 1， 只 要 证 
明 {f*%} 存在 一 子 序列 ,使 其 在 应.(R*) 上 收敛. 
根据 引 理 16.2, 对 Va, 3 jc| 和 5, 算 子 
fF>fx DX, 
是 LX9) 到 L7(R") 的 紧 算 子 ， 因 此 根据 {fw} 在 LXR*) 中 有 
界 , 经 有 限 次 重复 取 子 序列 后 ,取得 一 子 序列 {fwo)}, 使 得 当 > oo 
时 ,对 Ya, 3 |c| 三 5, {fm DX} 在 LXR*) 上 收敛 , 因而 是 
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LXAR*) 上 的 Cauchy 序列 .另外 ,显然 {joo 类 Xe 4s(R")， 由 
于 
[Tfncp) 一 7073Ra = {Tf 一 加 oo)13Rn 
= | (fo 一 jp) 沙 Xe|3Rn 
一 2) | De{ (fp 一 加 co) 水 Xe 有 


ials3 


一 >， | (fo 一 fn) * DX 13， 


lal&s 
这 里 最 后 一 步 用 了 (13.3)。 由 此 推出 {Tfoc))} 为 4s(R") 中 的 
Cauchy 序列 , 它 在 应 (R") 中 收敛 。 此 即 要 证 者 .] 
附注 。Rellich 引 理 一 般 是 用 广义 函数 ， 通 过 富里 衰变 换 来 证 
明 的 ， 
下 面 的 引 理 ,是 几乎 所 有 正则 性 的 证 明 都 用 到 者 ， 
Sobolev 引 理 .如果 16 >>0, 则 当 > pz/2 时 (为 民 
的 维 数 ), 有 
Hsn(O)CC(O). 
从 这 些 引 理 的 观点 来 说 , 概 而 言 之 , Sobolev 空间 之 所 以 有 用 ,在 
于 它们 都 是 Hilbert 空间 ,所 以 在 处 理 问题 之 解 时 可 用 Hitbert 空间 
的 理论 。 最 后 应 用 Sobolev 引 理 归结 到 C9), 说 明 解 的 正则 性 。 
证 明 依 赖 于 建立 下 列 不 等 式 . 
Sobolev 不 等 式 . 如 果 5 > w/2, 且 K 是 8 内 的 紧 集 , 则 存在 
常数 C > 0, 使 得 Vfe 4s;(0), 有 
Ma 1 < Cl。 


证 ， 由 于 天 是 2 内 紧 集 ， 故 存在 常数 R 汪 > 0, 使 得 Vx € kK， 
B(z，R)CO， 这 里 B(x, R) 为 闭 球 {y&《 R":|y 一 x| 二 RI. 命 
Cr) EC™*([0, R)), 3 supp (EIS[0, R), 有 1L0, R/2] 二 1。 对 
于 Vre 玉 小 在 R"* 上 定义 一 个 7 的 函数 sly 一 x|),。 且 也 以 5 
表示 之 . 

设 fe 4s(0), 对 于 Yze 天 , 我 们 要 估计 1(x)|, 而 在 下 面 的 
估计 过 程 中 可 看 到 ,只 需 对 x 为 原点 O 时 估计 110)|, 其 它 之 值 可 
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疗法 得 出 . 
今 设 * 一 0。 根据 分 部 积分 公式 , 我 们 有 


一 facpo Ds (OE Ng, 
i ed 
设 在 R" 的 极 坐标 下 ,体积 元 素 为 4L 一 "4rdo, do 表示 单位 超 


球面 的 面积 元 素 , 且 设 o 为 单位 超 球面 的 面积 。 对 上 式 应 用 Sch- 
warz 不 等 式 , 得 


jcf(o)| = | fs? (ED) ardo| 
< 


Clsls < Cl, 
而 且 也 用 到 了 ”xs-?” 在 B(0, R) 上 是 可 积 的 , 因为 :之 w/2， 这 
里 C 为 仅 与 S 及 R( 即 与 K) 有 关 的 常数 ， 同 理 , 可 证 这 不 等 式 对 
Yx EK 成立, 我们 便 得 Sobolev 不 等 式 的 证 明 .] 
Sobolev 引 理 的 证 明 . 设 1e EC9)，5 二 22 过 > 0, 我 们 
要 证 明 fe C!9) (此 即 了 几乎 处 处 等 于 C%2) 中 一 国 数 ), 只 需 证 
明 , 在 任何 紧 集 KCO 上 ,je C+ 
设 序列 全 }C 4s4《9), 使 得 当 i 一 0 品 时 |j 一 st 一 0. 根 
气 Sobolev 不 等 式 有 , Ye3 |al 志 i， 
max | D’, 一 Df| < C1D’f, ~ Dr"fils 
C1;— filsr— 0, 
当 i、i 一 。 因 此 存在 沙 数 g6 C《K), 使 得 当 i 一 co 时 ,在 天 上 
Drj; 一 致 收敛 于 Drg, Ya3 |al < 1 因而 在 LXK) 上 fi 一 g, 同 
时 也 有 一 了 故 在 入 上 几乎 处 处 有 7 一 8， 了】 
现在 我 们 引进 一 个 较 完善 的 方法 来 表达 Sobolev 引 理 .定义 
局 部 Sobolev 空间 如 下 : VS 三 0，3cED， 
Hs(Q, loc) 三 {f :了 是 @G 上 的 可 测 函 数 ,而 且 We Ce(9)， 
tf EHS(Q)}. 
因为 可 微分 性 是 一 个 局 部 性 质 ,所 以 下 面 两 个 系 是 明显 的 ,而 且 也 
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是 较 上 面 的 Soboley 引 理 自然 些 , 
系 16.1. 如果 46Z,xz 0, 则 当 : wn/2 时 ,有 
Hs:+:(0, loc) CC(Q). 
系 16.2。 Cc*(0) = Hs(Q, loc), 
S20 
” 由 这 里 至 本 节 之 结尾 ,5 是 一 个 之 0 的 整数 ， 在 $13 我们 已 
在 每 个 R* 上 的 开 集 Q 引进 了 Sobolev 空间 (9)， 现在 为 了 方便 
和 技巧 上 的 需要 ,要 引进 及 -;(8)。 这 需要 性 很 容易 解释 、 设 
f EHs(Q), 如果 lal 委 3， 则 弱 导 数 Dr"f 有 定义 《断言 13.2)， 但 
如 果 常 常 要 顾虑 到 $S 和 |c| 之 问 的 大 小 才能 取 弓 导数 , 实 是 费时 和 失 
事 , 但 在 引进 已 -2) 后 , 则 Def 永远 有 意义 ,而 且 D"fj € Hs-1o1(0) 
《 见 下 面 引 理 16.3)， 
现 如 常 命 2 为 R* 上 的 开 集 ，* 之 0, 5《 ZZ， 定义 
H-:(Q) = (Hilhert 空间 甩 *(9) 的 对 偶 ) 
即 
日 -s(0) = {9 ;pp 是 Hs(0) 上 的 有 界 泛 函 }. 
根据 一 般 定 义 , 如 果 pe 已 -:(9), 则 其 范 数 jp|-s 为 
jej-s 一 infl9( 力 |， 


其 中 16 BC9), lfls 一 1。 因为 HKQ) (一 L《0)) 是 自 对 侦 的 ， 
所 以 当 S 一 0 时 , 这 个 Bo) 与 $13 的 Ho(8) 是 一 样 的 《为 了 
下 面 的 需要 ,这 里 复习 一 下 HoC8) 的 自 对 偶 情 况 : 如 ge EC9)， 
则 9 与 如 下 的 泛 函 认同 j > (j, §)。Vf€ Ho(9).) 

设 0 筷 $ 二 :， 用 下 面 引进 的 自然 映照 , 将 可 视 甩 -s(0) 为 
HH-(Q) 的 子 空间 。 如 果 p&《 8H-s《9), 则 FP 是 一 个 有 界 泛 洲 9 : 
H,(0) 一 C. 但 3 一 :之 局 (2)CHsC2)， 故 可 限制 ?使 成 泛 函 
gp : H,(9) -> C， 后 者 对 | .1, 也 是 有 界 的 , 因 Vfe 及 (9)， 

[oO)! < 魏 [ep-s| lfls < [olslfl,. 
所 以 这 泛 函 p : Hi(9) 一 C 是 H-《9) 的 一 元 ， 这 样 定义 的 自然 
内 射 就 使 态 -;(0)CH-_,(0)， 特 别 要 注意 的 是 , 由 Ho(8) 自 对 偶 
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的 性 质 , 如 果 5 二 0,96 Ho(8)，、 则 把 P 看 作 已 -9) 内 之 一 元 时 
便 有 
PD = (f, §) vie H(Q). 

由 这 些 定义 ,可 将 $ 13 所 引进 的 Sobolev 链 延 长 成 : 

“CHhOCHOCH(O)CHAOQ CH(O CEC: 

如 果 fe HQ8)，z€， 则 称 弱 导数 Dj 存在 ,假若 有 
8g E HIn(0) 使 

(f, DE) = (—1)'"(g, £), Ve € Cie(Q). (16.2) 
这 个 (,) 的 意义 是 这 样 的 : 加 A Re) 罗 EE CF?(Q), 则 定义 
h, pb)o t 守 0 
(4, 9) = ic 当 上 < 0， 

若 (162) 成 立 , 则 写 Dej 一 8〈 弱 的 意义 )， 由 于 下 面 引 理 16.3 的 
关系 ,反正 无 论 : 与 a 有 什么 值 , D"f 对 Vfé H,(98) 一 定 存在 , 且 
Df&€ H,-ia(0Q)， 所 以 我 们 今后 将 常常 略 去 “ 弱 的 意义 ”这 名 话 . 
应 该 注意 的 是 ,如 果 : 之 0, 则 (16.2) 的 定义 与 定义 13.1 符合 . 

引 理 16.3， 设 jc| 一 s, 1€Z， 则 D* : HK(98) 一 Hi-s(98) 是 
一 个 有 界线 性 算 子 ,其 范 数 ||D"| < 1. 

证 . 如 果 1 之 :之 0， 已 知 D* 的 定义 合理 ( 引 理 13.5). 命 
{f,} 为 4(8) 内 一 Cauchy 序列 ，f 一 1f，f EE H.(Q)。 这 时 有 

|D®fl,s 一 lim |D®fa lss < lim |f,l, 一 | 用 


所 以 Ip*| < 1. 

其 次 , 设 1 宇 0, s >> 1。 命 f€ H,(9), 则 需 证 明 D"f 存在 , 且 
为 娓 -s(9) 内 一 元 , 现 定 义 一 线性 算 子 g : C8(0) 一 C, 使 
g(t) 一 《一 DCf， Do 如 a 二 (aoo)， 其 中 之 0， 
os€ Z， 则 可 找 一 个 8 一 (8 8) 使 0 起 pi 和 < oi Vi PE Z, 
而 且 |8| 一 t. 故 有 le 一 8 一 :一 局 并 有 D" 一 DsD"*， 现 有 
D"85E C8(Q) VE CTC9)， 故 从 定义 13.1， 

(f, D*E) = (— 1D}, De 全) 
所 以 
lgCe)| < psflol Dt) & Mlsl ss 
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这 就 说 明 8 在 C8(8)CHs-,(8) 上 是 一 个 对 于 | |;-, 有 界 的 线性 . 
算 子 .由 Hahn-Banach 定理 ,可 扩充 & 成 一 有 界 泛 函 
g :8 -9) 一 C， 

而 且 8 在 玉 -(9) 上 的 范 数 相等 于 8 原来 的 范 数 ， 由 上 面 不 等 
式 , 得 |el < 4],. 

现 知 8 在 Hs-,(Q) 上 有 界 ， 故 g6 Hs(0). 由 上 面 定 义 ， 
MR 

(1, D2) 一 《一 1) Cg， 5). 
根据 定义 (16.2)，D"f 一 8E Hi-s(Q). 同时 
ID°f|,s = |g|,-s = lel < 1#};. 

这 说 明 |2?1 < 1. 

对 我 们 来 说 , t 之 0 的 情况 是 最 重要 的 ,证 明 已 见 如 上 . 余下 
的 :< 0 人 情况 就 可 留 作 习题 了 . 

习题 . 请 把 引 理 证 完 . 

对 了 H-s《98) 的 简单 运算 ,在 这 里 略 加 注 记 . 如果 

9 由 E CTC9)， 
则 
|(， bol < lolslyl-s VS > 0. (16.3) 
这 是 一 个 广义 的 Schwarz 不 等 式 ,理由 是 如 把 上 看 成 H-;(8)》 内 
之 一 元 , 则 V1 Hs(98) 
sD < gl-slfls. : 

但 g& HQ), 所 以 从 上 面 自然 内 射 BeCE-: 的 定义 , 知 4(f) 一 
(f, TB)o， 用 PP 代 f 便 得 (16.3)， 

此 外 , 一 般 的 普通 导数 形式 运算 , 在 弱 导 数 的 情形 下 也 成 立 . 
比如 说 ,Vf,g EH:(0), Va, bER, 

Dr*(af + bg) = aD’f 十 5D"g， (16.4) 

这 等 式 Yi, Ve 在 日,-Iol(8) 上 成 立 ， 较 复杂 的 乘积 的 公式 ， 设 
jEH,(Q), 1€《Z, 如 果 p&C”"(9) 而且 9 的 所 有 记 5 阶 的 导数 都 
在 8 上 有 界 , 则 可 定义 gf 《 HH,(8) 如 下 : 如 1 过 0, 则 (pgp)(4) 一 
fCq8),VAE HKQ); 如 4 之 0, 命 {fn}CC*C0)NNHC9) 使 1f, 一 
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fl 一 0， 则 gf 为 {pfs} 在 有 H.(8) 内 的 极限 ,在 这 情形 下 , 有 
Ve3 lal < 1 


D"(pf) = > (Dg)(D"-5)), (16.5) 
«bea 


其 中 0 委 8 委 cc 的 意义 为 0 委 记 委 oi Vi 一 1 加 
最 后 我 们 定义 一 个 黎 曼 面 M 上 的 全 纯 线 从 工 的 日 -s( 上 L). 这 
定义 与 有-;(9) 的 定义 是 完全 对 应 的 , 即 
H-s(L) 一 《Hilbert 空间 Hs(L) 的 对 侦 ) 
一 {tp:p 是 已 (CC) 上 的 有 界 泛 项 }. 
因为 H-s《8) 与 H-s(L)》 同 蚌 形 式 上 定义 的 ,， 所 以 前 面 关 于 
娓 -:(C9) 的 结果 在 H-s(L) 上 也 成 立 ， 例 如 有 长 Sobolev 链 
“LCHCL)ICHALICHACLICHAA( LC 
又 例如 有 如 下 的 连续 算 子 : Vi 2， 
65,3,0++9:H(L)—H,(L), 
口 : HL)™> Ha(L). 
又 例如 Yo， n€ A(L)， 
|Cw, rw)ol < lolslyl-s VS 二 0. 
这 些 都 是 容易 验证 的 ， 
有 了 H-s(L) 的 概念 和 对 应 于 引 理 16.3 的 结果 ,以 后 对 任意 
的 fe Hs《L), 我 们 可 直接 写 口 ! 或 六 而 不 需 再 加 上 “ 弦 的 意义 ” 
这 句 话 了 . 用 这 术语 , 则 定义 14.1 不 过 是 定义 
VfE HAL) “PE HoL)” 
的 意义 ; 即 是 说 ,已 知 PE Hi(L) 或 昌 -2(L); 但 如 刚好 Pf 属于 子 
空间 Ho(L)， 则 可 等 价 表示 为 
(fs, Prp) 一 (Pf, p) Vo€ ACL). 
见 (16.2) 和 自然 内 射 Ho(8)CH-1(8)CH-:(9) 的 定义 ， 


$17 定理 II 与 II 的 证 明 


我 们 先 证 明定 理 亚 。 如 果 序 列 {f。} 忆 4(L) 对 于 范 数 上 上 有 
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界 , 需 证 有 一 个 对 |] ' j 的 Cauchy 子 序列 . 

命 {WW。} 为 定义 范 数 | , |: 的 M 上 一 贯 采用 的 坐标 覆盖 ,{ ye} 
为 从 属于 {WW。} 的 C” 单 位 分 解 ， 对 于 每 个 固定 的 a， 

[yofali < |fhheE, 

其 中 是 一 个 固定 的 常数 .把 wfs 看 作 Co(W。) 内 的 元 素 时 ， 根 
据 Rellich 引 理 , 可 找 出 子 序列 {of1}, 使 得 {wefi} 在 Ho(W。) 内 是 
Cauchy 序列 。 由 于 {W。} 的 个 数 有 限 ,经 有 限 次 重复 取 子 序列 后 ， 
可 以 假 没 对 每 个 a，{nofi} 是 HW。) 内 的 Cauchy 序列 。 因 此 有 


fi — fho = 之 | nofi — 1ofi) lo 


< Dnfi — filo > 0, 
当 六 7 一 oo。 所 以 { 思 } 是 对 于 | * |, 的 Cauchy 序列 . 定理 II 证 


JU。 

现在 证 明定 理 I， 给 出 4e Ho(L),，w€ A(L), 如 果 (5 十 
9)4 一 x, 则 需 证 46 4( 工 )( 这 个 断言 的 严格 意义 是 ,有 2e 4(Z) 
使 几乎 处 处 有 一 如 ). 

我 们 先 证 一 个 比较 简单 的 特殊 情况 ， 

引 理 17.1. 设 he Ho(L), 而 且 56€ A(L)，98€ 4(L)， 则 
hE€ A(L). 

系 . 设 h€E H8(L), 而 且 (6 + 9)h€ ACL), 则 he ACL). 

系 的 证 明 ， 如 hEH8"”(L), 则 极 E He8*《L》 和 
9h€E Hr-(L). PM (B+9)E A(L)<> hE A(L), 9h€ A 
(L). 由 引 理 17.1， 系 立 得 证 . 

请 注意 一 点 。 在 $ 14 Hodge 定理 的 证 明 中 ,已 知道 所用 的 不 
是 定理 II 本 身 而 是 引 理 14.3。 现 在 我 们 指出 , 由 上 面 的 系 立 可 
推 得 引 理 14.3。 理由 如 次 ， 设 f€ 到 CL) 和 口 f€ 4(L), 要 证 
fe 4(L)。 因为 口 是 保 型 的 ,如 果 玫 是 1 的 (p, 9) 型 分 量 , 则 口 f 
也 是 (p，9) 型 , 所 以 口 f€ 4(L) 口 FE 4(L). 命 由 一 《5 十 
9)f .因为 M 是 黎 曼 面 ,所 以 
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J { of 当 g=0 
3f 当 g 一 1， 

故 vEH8%TK(L) 或 Hm"A(L), 视 g 一 0 或 1 而 定 (4 & Ho(L)， 
因为 1e 豆 ( 工 ) 汪 六 HY(L))， 由 假设， 

(6 + 8% = Of e 4ACL), 
故 %e4(GL) ( 引 理 17.1 的 系 ). 同 理 ， 

(5 + 9)f =— bEé A(L)S>I € 4CL), 

这 就 证 明了 了 的 每 个 (p， 4g) 型 分 量 是 4?“(L》 内 一 元 , 故 
fc A(L). 

所 以 如 果 只 为 笋 曼 面 上 Hodge 定理 证 明 的 需要 , 则 引 理 17.1 
已 够 用 .但 我 们 在 下 面 还 是 证 明定 理工 本 身 , 因为 这 证 明 有 值得 
学 习 的 地 方 ,而 且 也 不 是 太 繁 . 

引 理 17.1 的 证 明 . 由 惯用 的 记号 ( 见 (11.9) 之 前 的 讨论 或 见 
§15), 命 {WW。} 为 M 上 的 坐标 覆盖 和 STN。 取 任 一 个 琴 。 并 命 琴 为 
丈 。 内 的 一 个 开 集 ， 而 且 腑 所 和 葬 。。 我们 只 需 证 明 划 丈 是 C” 形 
式 . 无 仿 设 不 为 (bp，, 4) 型 (必要 时 只 著 虑 的 (p。 4) 型 分 量 ). 在 
厂 。 上 有 惯用 的 c(c) ,9 ycdzodz 及 ga 三 《e(&), cl(o)》。 命 有 
在 WW。 上 的 局 部 表示 为 . 
ho hh.Puela). 

以 下 的 计算 都 限制 到 WW 上 . 

现 将 下 与 C 的 一 个 开 集 认 同 , 即 是 说 , 我 们 把 z。 当 作 C 上 的 
标准 坐标 函数 限制 到 上. 因 WWCCC, 故 

he HL)>h € LAW). 


另外 知 Yo。 和 gs 都 在 Ws。 上 C”, 所 以 它们 在 WW 上 所 有 导数 都 有 
界 , 故 像 (16.4) 与 (16.5) 一 类 的 形式 运算 在 WW 上 都 成 立 ， 这 点 以 
后 亦 不 再 指出 , 

由 6 的 定义 ,有 


可 一 


Se 《5 人 四 sc(a)。 (17.1) 
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男 一 方面 ,由 《11.8) 的 证 明和 由 (15.4), 得 
当 (bp， gq) 一 《0， ?7 


9h 一 = OP。 十 loggu 1 ho) ele); 
Oz Ozo 


当 (p, 9) 一 〈1， D, 
(pu Olog gu p 。 
88 i(- 5 才 8 h.) zze(a); 


Ta 


当 (p, 9) 一 (0, 0) 或 (1, 0)， 


9h = 0, 
总 结 之 得 
9h = r(ph), (17.2) 
其 中 工 为 一 个 永 不 等 于 0 的 C* 了 流 数 , 而 且 
ph 三 (We 这 十 oj ) fuela), (17.3) 


5 是 一 个 C” 函数 , ye 二 1, 或 dzo, 或 0. 

现在 要 证 明 4e C~(WW)， 由 Sobolev 引 理 的 系 16.2 ,我 们 只 需 
证 明 : 

(#)hEH(W, loc) VS>0, SEZ,. 
如 果 5 之 0, 在 下 面 我 们 将 证 明 : 

《 非 间 ) 设 已 知 h€ Hs(W , loc), 54 € Hs(W , loc) 和 

ph € HW , loc), 则 BE Hon(W , loc), 

现在 先 说 明 为 什么 ( 非 非 ) 蕴 涵 ( 砷 ). 由 引 理 假设 ,有 68€ CCW)， 


ph = 二 (94) e Cc*(W), 


故 极 、ph EHs(W ,loc), VS 之 0, 5€ Z， 因 此 ( 非 间 ) 在 这 情况 下 
就 变 成 : 如 果 46e Hs《W , loc), 则 he Hsr(W , loc)。 但 由 概 设 知 
hE HAW), 故 hEH(W , loc), hE HW , loc), hE HA(W , loc), 
等 等 ， 所 以 ( 非 ) 成 立 。 

现在 证 明 ( 间 间 )。， 为 了 记号 简便 , 只 证 5 一 0 的 情况 ， 当 
5 > 0 时 证 明 是 一 样 的 , 在 下 面 有 简略 的 讨论 。 我们 将 征明; 
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《 间 间 站 ) 如 果 人 下 和 pofe HCW) 而 县 suppfC CW， 
则 je mw). 
这 就 蕴 活 ( 间 井 ) 在 5 一 0 的 情况 ,理由 如 次 : 设 4 满 足 ( 非 划 ) 的 
条 件 . 命 1 三 :4,，5&€ CY(W)， 只 需 证 明 f€ HC(W)。 由 假设 已 
知 f€ HolW). 再 由 (17.1) 和 (17.3), 有 


B55h) = C5h) + 人 1.(Cd5 人 ps)e(Ca)， 
ph) = 5(ph) + -8 Hbse(o)。 
Oz 


由 ( 非 #) 的 假设 ， 纹 ，ph， 和 hs。 都 在 Ho(W， loc) 内 。 因为“， 
9 / 8zos 和 B62 / 6z。 都 在 CYCW) 内 ; 故 右边 是 在 Ho(W) 内 ， 即 
6f 和 pf € HoCW)， 因 此 可 用 ( 奏 砷 砷 ) 来 推出 1e Hi(W)。 

以 下 是 ( 非 六 间 ) 的 证 明 . 

现 用 Girding 不 等 式 (14.1): 有 正常 数 C 使 

loii<c{loplit J59li+ |99li}, vp 4(L). 

如 我 们 只 考虑 所 有 满足 supppCW 的 9, 则 由 (17.2) 知 |99 上 i 专 
Cilopji， 其 中 Ci 一 max|r|。 故 必要 时 取 一 较 大 的 常数 C。 使 


Vo€ A(IL), supppCW, 有 
loti c{lopli+ lI69]i + |ppld}. (17.4) 
用 引 理 13.4 的 记号 , 定义 三 f*X 一 fx*Xs， 其 中 。，6 是 充分 
小 的 正 数 . (严格 来 说 ,如 f 的 局 部 表示 是 了 一 pse(c)， 则 定义 
fx*X 三 (f, 米 X)poe(l0).) 因为 'suppfCCW, 引 理 13.4 药酒 如 
充分 小 则 f# Xe C?(W)， 所 以 这 满足 (17.4)。 现 在 要 证 明 当 
e,6 一 0 时 ,|pli1 一 0。 由 《17.4)， 只 需 证 
lolit lpli+ lpgli~>0. 
因为 fe Ho(W)， 由 引 理 13.4 蕴涵 fx*X, 一 1. 故 有 
lo9lo = |f*X. — f*Xsl 一 > |f 一 fio=0. 
我 们 将 用 同样 办 法 去 处 理 16q9l。 和 |pqlo. 首 先 因 为 suppfCCW， 
易 验证 supp5HfCsuppjCC 歼 , 同 理 of 的 支柱 亦 是 W 内 的 紧 集 ,由 
假设 知 政和 pf € Ho(W)， 故 当 € 充分 小 时 ，(651)*X, 和 
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(pf) * XE CC ) 
( 引 理 13.4). 再 者 , 因 f 在 WW 上 有 局 部 表示 f 一 fpoe (0), 在 下 面 
的 计算 中 我 们 把 f 和 fs, 认同 ， 因 此 重复 用 引 理 13.4、(17.1) 及 
(17.3) 后 得 : | 
[6plo 一 | (651) x X. — (6f)* Xslo— 0, 
Jpglo = |(pf) * X. — [Cofs) kX, — olfa* X)] 
| — (p)) * Xs + [Cofe) * Xs — olfe* Xs)]l lo 
< |(oj)#X — (pf)* Xslo t+ [Cof)a* Xe 
— (ofo) * Xslot lolfok Xs — fo* Xs)lo. 
在 最 后 三 项 中 ,第 一 和 第 二 项 一 > 0。 如 定义 E 三 mgx|c| ， 则 第 
三 项 志 Elf,x*X, 一 大 *Xslo->0。 因 此 
lpli< CCei+ I59l3+ lepl})) 一 0. 
就 是 说 {fx*X.} 在 栈 (W) 内 是 一 个 Cauchy 序列 ， 设 7 HC(W) 
为 {f*X} 的 极限 .但 由 引 理 13.4 和 假设 f€E Ho\W), 已 知 在 
HoW) 内 f*X 一 .再 由 | 一 Jf*Xlo 志 1 一 J*Xh 一 0, 及 
极限 的 唯一 性 ,有 f 一 7e Hi(W )， 这 就 是 所 欲 得 的 结论 ， 
当 s >> 0 时 ,《 间 间 ) 的 证 明 没 有 什么 不 同 。 在 上 面 的 推论 中 
以 其 用 开 二 faqpae《a))， 我 们 用 (D7f,) poe(w)， 其 中 ly 所 s。 因 
为 fEHsCW)， 故 知 《D'f,)poe(a) €《 Ho(W)《 引 理 13.5)。 同 理 
得 5[CDrf,)qpoe(a)] 和 p[(Drf)pee(e)]e HoCW)。 由 上 面 的 推 
论 得 (Do )pe(e)e HI(W )， 由 于 这 是 对 所 有 的 Y3 1y| 志 : 都 
成 立 , 引 理 13.5 的 系 13.3 蕴涵 /puc(e) EHsm《W). 引 理 证 毕 .所 
以 Hodge 定理 也 证 毕 . 
现在 给 出 定理 开本 身 的 证 明 . 记号 推论 一 如 引 理 17.1 的 证 ， 
只 需 证 对 应 于 ( 非 划 非 ) 的 断言 , 即 : 
( 米 ) 如 果 f 和 (5 十 9)f€ Ho(W), 而且 supp jCCw, 则 
1€ HCW). 
现 将 Girding 不 等 式 (14.1) 写成 : 
lgli<c{loli+ |(8 + 9)pl3} vp ACL), (17.5) 
其 中 C > 0 是 一 个 不 依赖 于 的 常数 ， 今 假设 1 满足 (*) 的 条 
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件 . 定义 9 三 fx*X 一 了 六 Xss XesXs 如 引 理 13.4 的 记号 ,6 > 0， 
6>0. 如 果 e、5 充分 小 ,由 suppfCCW 及 引 理 13.4, 有 pE 4( 工 )， 
supp pCCCW . 需 证 当 e、65 一 0 时 ,1pjo 一 0 和 |(5 十 9)ph 一 0. 
前 者 由 fe CW ) 的 假设 和 引 理 13.4 可 推 得 。 下 面 讨 论 后 者 . 
容易 验证 supp (6 十 9)fCCW 因为 (5 十 9)f€ HW ), 故 
当 e 充分 小 时 [(5 十 8) 有] 六 € CFC(W), 而 且 当 e -一 0 时 , 有 如 
下 对 于 | * |。 的 收敛 ， 
[(5 + 9)f] * xX. — (6 + 9)f (17.6) 
《 见 引 理 13.4)。 现 在 暂时 假设 已 证 明 : 当 e 一 0， 
|(6 + 9)Gx*X) — [5+ 9)f] * Xlo— 0. (17.7) 
由 (17.6) 及 (17.7) 有 当 e,85 一 0 时 
(5 +9)p= (5+ 9(f*X) — (0 + 9)(f* Xs) 
— (6+39)f— (5+ 3)/= 0, 
这 里 收敛 是 对 于 | 1。 的 . 因此 1(5 十 9)9j 一 0. 因此 由 (17.5) 
Nf* Xe CO fkXl=s olec{iplit+ 1(G + 9)9| 和 一 0 好 
是 说 {ff#X} 是 HI(W)》 内 的 Cauchy 序列 。 但 对 于 |* 1。 已 有 
f*X。 一 f， 故 由 极限 的 唯一 性 ，f 6 Hi(W). 
现在 需要 补充 (17.7) 的 证 明 . 这 是 所 谓 Friedrichs 引 理 的 特 
殊 情 况 ， 由 (17.1) 和 (17.2), (5 十 9)p 一 4(P、4e 4A(L)) 是 一 
个 一 阶 伪 微 分 方程 组 ,而且 在 〈17.7) 中 已 知 f 和 
(6 + 9)f€ HoCW). 
所 以 只 需 证 明 : 
设 P,…,P. 是 Rr* 上 有 CC" 系数 的 一 阶 偏 微 分 算 子 ，v1,…， 
tp € HAR'), suppvi CR’, Vi, 
而 且 2 Pivié HACR")， 则 当 e。 一 0 时 


5 Pivi ) 米 X。 一 > PiCv; 水 Xe) 
i i 
现在 将 每 个 P; 写成 
Pp; bd 2) Ci 30. 十 bil(aijs bi € C™*(R’)). 
1 Ox 


—> 0, 
0 
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因此 > (a; a 十 2 bivi ™ > Pjvié Ho(R")。 但 


2 bivi € HoCR"), 
因为 vi € HoCR*) Vi, 而且 suppvjCCCR" Vi. 所 以 有 
之 (w 2) < Po(R")， 
因此 我 们 可 以 将 证 明 分 为 两 步 : (1) 如 
2 bivi € HACR"), suppvj CCR: Vi, 
则 当 e 一 0 时 
| (5 bivi ) *X, 一 2 biCvs 迷 Xu) 


(2) 如 2 ai (Ovi/0x1) € HAR'), suppviCCR’ Vi, 则 


一 0。 
0 


IS a 一 > a Be (HX) | 一"%. 
因为 vx*X, 是 对 于 ” 有 加 性 的 
(> (sx*X) = (5 1)*%), 
所 以 我 们 将 节省 记号 而 只 证 下 面 较 简单 的 两 个 断言 ， 一 般 的 证 明 


显然 只 有 记号 上 的 差别 . 
| (x*) 如 ve HR'), supp sr CCR':, a€ C*(R'*), 则 当 e 一 0 
时 
|(ao) * Xe — alv * Xo) lo—> 0. 
Ge) 如 sv 及 2 HUR"), spp + CER", oe C™(R"), 风 
ti 


当 e 一 0 时 


a 0 
Dr) a kX)| -0. 
Ci “5 人 ) | 


(**) 的 证 明 。 定 义 线性 贞 照 T。: Ce(R’) 一 Hoa(R")， 
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T(9) = a(g*X) — (ap) kX,, 
从 定义 ， Yré€ER’ 


TC9) (2) 一 aa | p(s — ey)x(y)ady 
一 | .ec — ey)pCx — ey)XC dy 


一 re — a(x — ey)] p(x — ey)XCy) dy. 


命 4 一 Max{ja(z) — alz) |: rE (supp p+ {|x| 1}), 12— 
*| 三 1}。 则 有 


17Col < 可 | ice 
< 如 olec 一 Pizoolo | lz)1ay) 


= Ax) : | Mo)1a|- plx 一 ey) Pdx 


= /AX | oli. 

因此 7, 的 算 子 范 数 是 7, 路 专 41xj, 而 右边 的 上 界 是 不 依赖 于 
< 的 ， 

因为 CF(R") 是 Fo(CR") 的 稠密 子 集 (对 于 |， | ，, 故 有 唯一 
的 扩充 了 : Ho(R') 一 Ho(R*), 使 得 7 入 4 由 引 理 
13.4, Ye CFPCR"), 当 ge 一 0 时 ,有 

{Tg)lo = laCg*X) — Cap)* Xo lag — aplo = 0, 
现 取 v 如 (x*) 的 假设 有 p EC?CR") 使 |v 一 plo<6/24|xli， 
其 中 5 > 0 为 任意 正 数 。 若 € 充分 小 , 则 | Tq)1o < 5/2。 故 有 
[To) ho IT ~— yp)lot 17T(9)l, < 6. 

这 就 是 (**)， 

(***) 的 证 明 。 这 证 明 的 原理 与 (**) 的 证 明 相同 ， 即 是 说 , 定 
义 5S.: CFR') — Ho(R?’), 

SP) = aD(g *X) — (aDg)*X,, 

( 共 中 如 三 9 /9xi)， 则 只 需 证 明 9. 的 算 子 范 数 | 有 不 依赖 于 
€ 的 上 界 . 现 由 定义 ，Vx € R" 
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Sp) = ok) {Dip) Cs 一 exG0D49 
一 | a(x — ey)(Dp) (x — ey)X (Cy) dy. 
因为 (Dg)lx 一 ey) 一 一 二 (D,qp)(x 一 ey)， 有 


vr — ey) 


Sp) 一 ao (DX) ay 


人 2 2 (px)Cy) 


一 Be “~ 8y) 
— xX) (Dsa) x — ey)}ay 


(人 ey pena, 


一 | plx — ey) 
十 jx pC — ey) (Dra)(x 一 ey)dy. 


但 sappy 是 紧 的 ， 所 以 在 suppv 上 有 常数 E 使 |grada| 二 EE, 故 当 
e 充分 小 ,| 一 0* 一 57) 


过 Ely|， 因 此 


SCP OT < Jel — onlCElyDIDx) ay 
+ EJlx0 lo — ey)lay 
= EloG— opilyl Dx + lx 1}ay 
三 FF | lp(x — ey)|p(y)ay, 
其 中 p(y) 三 [y||DXCy)| + [XCy)|， 用 (Cx*) 证 明 中 的 推论 ,可 立 
得 
lSCo) li Eel* | pl;, 
即 上 sd 趾 志 E1BJ*, 这 上 界 不 依赖 于 e，(***) 得 证 . 【(***) 本 身 
有 更 容易 的 证 明 : 因 Be HR'), 由 引 理 13.4 (c)， 
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Ov Ov 
(2 0)* 一 a (Ex) 8 
但 这 个 证 明 不 能 应 用 于 较 广义 的 情况 (2) 上 .] 
定理 I 至 此 证 毕 . 


注 记 


在 逐 节 讨论 之 前 , 我 们 先 作 一 个 概括 的 讨论 。 这 章 的 主要 题 
目 是 线性 椭圆 方程 ,主要 的 参考 书籍 是 下 面 两 本 : 

吉田 耕作 , 泛 函 分 析 , 程 其 襄 译 , 夏 道行 校 , 上 海 科技 出 版 社 ， 
一 九 五 七 年 . 
8. Narasimhan, Analysis on Real and Complex Manifolds, North- 
Holland Publishing Co., 1968. | 
这 两 本 书 的 共同 点 是 都 只 用 Sobolev 空间 而 不 用 广义 函数 来 讨 
论 微分 方程 ,而 且 它 们 都 偏重 于 椭圆 方程 的 理论 (Narasimhan 甚至 
不 提 双 曲 型 及 抛物 型 方程 )， 我 们 在 这 章 证 明 的 主要 定理 都 是 关 
于 一 个 特殊 的 椭圆 算 子 口 ,但 这 些 定理 在 任何 紧 微 分 流 形 , 和 对 每 
个 椭圆 算 子 都 成 立 ，Narasimhan 书 中 第 三 章 对 这 些 广义 的 定理 完 
全 有 证 明 . 这 书 虽然 在 “定理 ”和 “证明 ” 两 者 而 外 广泛 的 讨论 不 
多 ,但 文笔 简洁 ,态度 严谨 ,而 且 每 每 一 针 见 血 , 是 可 以 郑重 推荐 的 
书 , 另 一 方面 ,吉田 耕作 的 书 上 共有 本 章 所 需 的 泛 函 分 析 定 理 的 证 明 ， 
而 且 在 短 短 250 页 中 ， 把 所 有 最 基本 的 泛 函 知识 和 它们 的 应 用 都 
介绍 与 读者 ,在 初等 的 泛 函 分 析 课 本 中 ,这 可 能 是 最 合适 的 了 .要 
请 读者 注意 的 ,是 看 吉田 耕作 如 何在 每 次 引进 抽象 概念 之 后 ,立刻 
给 出 具体 的 实例 和 应 用 。 所 以 这 书 充满 了 微分 方程 和 积分 方程 的 
讨论 ,因为 它们 是 被 用 来 作 一 般 理 论 的 例子 的 . 它 是 确 确实 实地 表 
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达 了 抽象 概念 只 是 为 具体 问题 的 解决 作 工具 ”的 要 意 ， 所 以 这 书 
也 是 值得 向 读者 郑重 推荐 的 . 

在 这 章 内 所 有 泛 函 分 析 的 必需 知识 都 可 在 吉田 耕作 这 书 找 
到 . 这 点 在 下 面 不 再 担 了 。 

《吉田 耕作 后 来 用 英文 写 了 一 本 更 完备 的 泛 函 分 析 的 书 ，K. 
Yosida，Functional Analysis。 是 Springer-Verlag 印行 的 ， 共 五 百 多 
页 ， 内 有 广义 函数 的 介绍 ， 而 1974 和 1978 翻版 了 五 次 .但 从 初 
学 者 的 眼光 看 来 ,用 “ 担 要 ?两 字 来 衡量 的 话 , 则 中 译本 还 是 比较 合 
适 的 课本 .) 

偏 微分 方程 的 好 课本 极 少 。 主 要 原因 是 这 是 一 个 历史 您 久 的 
科目 , 但 近代 的 研究 却 引进 了 很 多 抽象 工具 。 写 书 要 从 这 两 方面 
都 顾及 到 ,自然 很 难 ， 下面 Folland 的 书 , 是 一 般 性 的 初步 介绍 ,很 
平易 近 人 。Bers-John-Schechter 的 书 用 作 参 考 书 , 特别 是 有 关 文 献 
方面 ,是 不 可 少 的 ，Gilbarg-Trudinger 的 书 较 深 ， 是 目前 椭圆 方程 
最 完备 的 书 . 

L. Bers, F. John and M. Schechter, Partial Differential Equa- 
tions，American Mathematical Society，1971. 《初版 John Wiley and 
Sons，1964)， 

G. B. Folland, Introduction to Partial Differential Equations，Prin- 
ceton University Press, 1976. 

D. Gilbarg and N. S$. Trudinger, Elliptic Partial Differential 
Equations of Second Order, Springer-Verlag, 1977, 

附带 要 提 及 的 ,就 是 古典 的 线性 微分 方程 ,在 一 九 六 O 〇 年 代 有 
拟 微分 方程 Pseudo-differential equations 的 推广 . 在 一 九 七 外 年 代 


更 推广 到 富里 哀 积分 算 于 Fourier integral operators。 这 些 推广 的 
重要 性 , 在 于 它们 能 解决 十 典 理论 所 不 能 解决 的 问题 。 这 方面 的 
初步 文献 ,前 者 可 参考 Harmander 与 Nirenberg 的 文章 ， 后 者 可 
参 壮 Duistermaat 的 讲义 。 Duistermaat 讲义 的 最 初 十 一 页 对 这 方 
面 的 推广 ,有 极 美好 的 总 结 报告 ， 


J. J. Duistermaat, Fourier Integral Operators, (Courant Institute 
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Mathematics Lecture Notes 1973., 

L. Hérmander, Pseudo-differential operators, Communications in 
Pure and Applied Mathematics, 18 (1965), 501—517. 

J. 本 Kohn and L. Nirenberg, An algebra of pseudo-differential 
Operators, Communications in Pure and Applied Mathematics， 18 
《1965)，269 一 305. 

M. Taylor，Preudo-diffcrcntial operators, Leciure Nates in Ma- 
themaltics, Volume 416, Springer-Verlag, 1974. 

L. Nirenberg, Pseudo~differential Operators, Global Analysis, 
Proc. Symposia Pure Math. Volume XVI, Amer. Math. Soc. Publi- 
cations, 1970, 149—167. . 

最 后 我 们 应 该 提 到 一 个 读者 可 能 党 得 话 异 的 事实 ， 在 前 面 
Griffiths-Harris 的 书 曾 被 再 三 极力 推荐 ,但 虽然 它 也 有 一 个 完全 的 
Hodge 定理 证 明 ， 我们 却 没 有 提 到 这 点 .为 什么 呢 9 这 件 事 关 涉 
到 我 们 对 写 书 的 基本 态度 , 是 值得 一 谈 的 。 首先 这 一 章 主要 是 讨 
论 椭 圆 算 于 口 在 紧 的 复 流 形 上 的 性 质 ， 而 不 是 讨论 最 一 般 的 椭 贺 
算 子 的 基本 定理 , 所 以 在 节省 篇 幅 方面 这 点 是 很 重要 的 . 正 因 这 
样 ， 我们 对 于 介绍 新 概念 的 态度 是 “可 免 则 免 ?， 所 以 我 们 给 的 
Hodge 定理 的 证 明 , 既 不 用 广义 函数 ,也 不 用 富里 哀 变换 ， 另 一 方 
面 ,我 们 也 希望 这 个 证 明 能 真正 介绍 给 读者 一 些 基 本 的 分 析 工 具 ， 
同时 也 能 让 读者 帘 偏 微分 方程 的 真面目 ， 特 别 是 微分 或 积分 不 等 
式 的 证 明和 应 用 (例如 Girding 不 等 式 和 Sobolev 不 等 式 )， 在 这 
两 个 极端 之 闻 要 找 一 个 “两 美 具备 ”的 办 法 ,自然 是 每 个 人 见 仁 见 
智 的 问题 ， 像 很 多 事情 一 样 , 这 是 没有 绝对 正确 的 路 线 可 言 的 . 

现在 我 们 应 该 指出 ， 有 一 个 简化 过 程 将 一 般 紧 流 形 上 椭圆 算 
子 的 研究 变 成 高 维 环 面 上 椭 贺 算 子 的 研究 。 如 所 周知 , 后 者 的 分 
析 就 是 局 期 函数 的 分 析 , 一 切 都 可 用 富里 误 级 数 来 计算 ， 所 以 如 
用 这 简化 过 程 , 则 只 需 用 富里 哀 级 数 来 定义 Sobolev 空间 , 然后 也 
用 它 来 证 明 一 切 的 定理 。 这 样 的 做 法 , 一 方面 读者 几乎 永远 看 不 
到 微分 和 积分 方面 的 计算 ， 另 一 方面 是 所 有 的 证 明 是 似乎 特别 快 
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捷 而 优美 的 。 这 个 方法 在 Bers-John-Schechter 车 内 165-189 页 有 
详细 的 讨论 , 而 且 Griffiths-Harris 用 这 方法 来 证 明 Hodge 定理 ， 
Warner 的 书 也 用 这 方法 来 证 明 Hodge 定理 。 但 我 们 舍弃 这 方面 
不 用 ， 因 为 我 们 觉得 它 的 教育 性 不 大 . 即 是 说 ， 从 我 们 的 立场 来 
看 , 这 是 与 上 述 的 第 二 点 有 过 大 的 冲突 ， 主要 原因 是 这 办 法 将 偏 
微分 方程 这 一 小 部 分 过 分 美化 和 过 分 粉饰 ， 结 果 使 它 尽 失 本 来 面 
目 ， 如 用 这 办 法 , 则 读者 会 片面 了 解 Hodge 定理 的 证 明 , 但 对 偏 
微分 方程 本 身 却 可 能 茫然 无 知 ， 我 们 宁愿 读者 先 看 这 章 的 证 明 ， 
凡 使 他 日 有 眼看 到 这 个 富里 哀 级 数 的 证 明 时 ,已 经 胸有成竹 ,知道 
怎样 去 接受 这 个 取 巧 的 证 明 方 法 了 (顺便 说 明 ，Griffiths-Harris 的 
Hodge 定理 证 明 有 漏洞 ， 见 下 面 4$ 17 的 注 记 ). 

P. A. Griffiths and J. Harris，Principles of Algebraic Geometry, 
John Wiley and Sons，1978， 

F. W. Warner, Foundations of Differentiables Manifolds and Lie 
Groups, Scott, Foresman and Co., 1971, 

$ 13. 现在 的 所 谓 Sobolev 空间 有 (8) 是 在 1938 年 由 S. 工 . 
Sobolev 和 在 1940 年 由 J. W. Calkin 及 C，B，Morrey 所 独立 定 
义 的 。 这 点 Morrey 在 他 的 书 的 序 文中 特别 指出 ， 

C, B. Morrey,-.Multiple Integrals in the Calculus of Variations, 
Springer—Verlag, 1966. 
请 注意 : Morrey 这 书 的 第 七 章 对 Hodge 定理 有 另 一 个 证 明 , 

我 们 已 知 Hs(8) 是 4s(2) (对 于 | |;) 的 完备 化 ，4x(9) 
本 身 既 然 不 是 完备 的 ,一定 要 完备 化 才能 作 分 析 , 这 是 肯定 的 。 对 
于 不 同 的 范 数 ，4s(9) 内 的 很 多 个 子 空间 有 各 自 不 同 的 完备 化 
《例如 参考 Narasimhan 节 中 $ 3.4)。 一 般 来 说 这 些 Sobolev 空间 
Hs(8) 特别 有 用 ,因为 它们 是 Hilbert 空间 ,而 Hilbert 空间 总 是 比 
_ Banach 空间 方便 好 用 的 。 另 一 方面 ， 由 技巧 的 眼光 看 来 ， 这些 
H;(0) 能 有 像 Sobolev 引 理 ( 见 $ 16) 和 引 理 16.3 一 类 的 重要 性 
质 , 自 然 增加 它们 的 重要 性 ， 最 后 ,如 果 用 广义 函数 和 富里 衣 变 换 
来 定义 Sobolev 空间 的 话 , 则 更 可 见 它们 是 自然 的 , 一 般 偏 微分 方 
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程 的 书 都 用 这 办 法 来 定义 :(0)， 例 如 上 询 Folland 书 中 第 六 章 
和 下 列 H5rmander 书 中 的 第 二 章 . 在 后 者 可 以 看 到 很 多 类 似 
Sobolev 空间 的 函数 空间 足 供 借 镜 . (Hirmander 这 本 书 不 太 好 读 ， 
但 作为 参考 书 则 是 不 可 少 的 .) 

L. Heérmander, Linear Partial Operators, Springer—Verlag, 1963. 

引 理 13.4 和 它 的 证 明 的 技巧 ,都 属于 分 析 内 最 基本 的 一 部 分 ， 
这 种 光滑 化 (Smoothing 或 mollifying) 的 技术 用 途 很 广 ， 应 该 留 
意 . 

4 14. 这 个 Hodge 定理 的 证 明 ， 包 括 § 15 一 $ 17 所 给 的 定理 
I\ I 与 I 的 证 明 , 在 高 维 时 也 成 立 ,; 略 加 惨 改 就 行 了 . 

”如 P 是 任意 的 强 梯 呵 算 子 , 则 P 也 满足 对 应 于 定理 1 的 Gar- 
ding 不 等 式 . 这 不 等 式 是 L. Girding 在 1953 年 首先 证 明 的 。 这 
个 证 明 及 这 方面 的 文献 可 参考 Narasimhan 的 $ 3.6 或 吉田 耕作 的 
第 四 章 。 由 这 不 等 式 ，Hilbert 空间 理论 可 以 用 来 处 理 对 所 有 强 椭 
贞 算 子 的 Dirichlet 问题 ， 这 方面 特别 参考 : 

L, Nirenberg, Remarks on strongly elliptic partial differential 
equations, Commumication in Pure Appl. Maih. 8B (1955), 648 一 
674, 

次 权 贺 性 或 正则 性 《hypoellipticity》 可 用 广义 函数 定义 如 下 : 
设 P 为 一 个 有 C= 系数 的 线性 微分 算 子 , 则 称 P 为 次 椭圆 的 ,如 果 
Pu 一 人 “是 广义 函数 和 了 是 C” 函数 、 则 蕴涵 是 C” 函 数 . 关 
于 所 有 椭圆 算 子 的 次 椭圆 性 , 其 证 明 可 阅 Narasimhan 的 书 $ 3,7， 
Hirmander 的 一 个 有 名 定理 ， 完 全 刻 划 了 所 有 有 常数 系数 的 次 条 
圆 算 子 , 见 上 述 Harmander 的 书 内 第 四 章 ， 这 一 类 定理 是 首次 由 
Weyl 在 1940 年 证 明和 的 ， 虽 然 weyl 只 考虑 局 上 的 Laplace 算 子 
A, 但 他 的 想法 却 是 大 开眼 界 的 ， 

H. Wevyl, The method of orthogonal projection in potential the- 
ory, Duhe Mash. J. 7 (1940), 411—444. 

“ 紧 算 子 ” 的 概念 最 先 源 出 Fredholm 的 积分 方程 理论 .最 典型 
的 紧 算 子 是 如 下 由 C [a, 56] 到 CLa, 5] 的 一 个 积分 算 于 : 
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fr> | KG, Wf)dy, 


其 中 K 是 在 [a, 5] Xx [a, 5] 上 的 连续 函数 。 那 时 自然 是 没有 
Hilbert 空间 这 种 抽象 想法 的 , 但 经 过 Hilbert 和 E. Schmidt 在 这 
方面 的 工作 ,特别 是 他 们 对 对 称 核 K(x,y) = K(y, x) 的 研究 后 ， 
这 概念 的 抽象 化 可 能 性 就 很 明显 了 . 这 个 抽象 化 过 程 的 最 后 一 
步 , 区 是 由 上 述 的 积分 算 子 推广 到 任意 Banach 空间 上 的 紧 算 子 ， 
是 由 F, Riesz 在 1917 和 J. Schauder 在 1930 年 所 完成 的 .在 吉 
田 耕 作 的 书 中 第 十 章 , 对 这 个 演进 过 程 有 较 完备 的 讨论 ， 我 们 在 
这 里 只 想 指出 紧 算 子 这 个 概念 ， 供 给 一 个 很 完善 的 例子 说 明 所 谓 
“抽象 数学 ?， 是 如 何 抽 丝 剥 蔓 地 逐步 由 实例 中 推 向 抽象 领域 的 ， 
不 但 如 此 ， 这 个 抽象 的 想法 好 处 是 比 原 来 的 积分 算 子 实例 更 具 威 
力 。 比 方 说 ， 这 节 的 定理 II 就 说 明 由 太 (Z) 到 Ho(L) 的 自然 内 
射 是 一 个 紧 算 子 。 这 个 内 射 并 非 积分 算 子 , 但 它 的 紧 算 子 性 质 是 
对 Hodge 定理 的 证 明 起 决定 性 作用 的 。 由 此 可 以 清楚 地 看 到 在 数 
学 上 常见 的 一 个 序列 ; 
具体 一 抽象 一 具体 . 

这 序列 是 很 值得 我 们 思考 的 . 

在 引 理 14.2 到 14.4 的 证 明 ,我 们 用 了 很 多 “由 Hilbert 空间 理 
论 来 处 理 Dirichlet 问题 ?的 想法 .同时 在 这 章 的 开始 提 到 Hodge 理 
论 和 Dirichlet 原理 之 间 的 密切 关系 .因此 我 们 承 这 机 会 讨论 一 下 十 
典 的 Laplace 算 子 人 三 2) 8/6x 在 R* 有 界 域 Q 上 的 Dirichlet 


问题 ， 这 样 我 们 再 有 机 会 看 到 Sobolev 空间 是 如 何 比 十 九 世纪 的 
分 析 超 进一步 的 ， 而 且 也 看 到 正则 性 定理 对 这 个 非常 古老 的 问题 
所 起 的 作用 ，( 请 参阅 引 理 14.5 的 证 明 后 的 讨论 .) 

为 了 使 主要 想法 不 会 被 次 要 的 枝 节 所 混乱 ， 在 下 面 的 讨论 将 
不 太 注 重 精确 的 光滑 性 假设 . 设 8 为 R* 上 的 有 界 域 ， 其 边界 80 
是 一 个 C” 子 流 形 . 命 Cc"(D) 为 所 有 在 闭 包 Q@ 上 的 C” 函数 .所 
谓 Dirichlet 问题 ,就 是 ，Y1e C2), 找 hE C"(8) 使 4 在 2 内 
部 是 一 个 调和 函数 ( 即 Ah = 0) , 而 且 4162 一 媳 60. 
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先 讨论 十 九 世 纪 对 这 个 问题 的 看 法 〈 但 我 们 将 用 近代 术语 )， 
在 C*(5) 上 定义 内 积 儿 (,) 


() Ps 8) = | +),vi 


其 中 Vj 是 了 的 梯度 ，vf Vg 是 矢量 的 点 积 . 记号 f= 多 (}， 
站 定义 
SG = {gE C0) :8109 = 0}, 
Ct = {hEC"(D) :Ah = 0). . 

请 注意 : 如 用 Hodge 定理 的 记号 , 则 多 (f, 有 ) 是 对 应 (Df, 了 ) 
一 8 四 十 18 放 的 ( 因 在 函数 上 3 一 0). 

由 Green 恒等式 ，Vg、 hE C”( 0) 

一 二 六 
其 中 6/6w 是 外 向 的 法 向 导数 .由 (1) 及 (2)， 立 得 多 上 此” (对 
于 多 ),， 现 设 fe€ C*( 人 ,hE 六 而 且 11600 = h180, 则 g 三 f 一 
h& 多 因此 由 gg 上 4， 
P= le 十 失 . 

即 是 说 , fh 如 上 , 则 肪 上 和 < 全 |， 所 以 如 Dirichtet 问题 有 解 , 则 这 
个 艇 # 总 满足 屿 者 vfec” (8) 341898 = 1189. 所 以 Diri- 
chlet 问题 的 解 是 有 “ 极 小 范 数 ?这 个 性 质 的 .所谓 Dirichlet 原理 基 
本 上 就 是 这 断言 的 逆 ， 就 是 说 : 给 出 16 C8)， 则 在 所 有 满足 
7160 = f1988 的 了 之 中 有 一 个 6 C"(0), 使 有 极 小 值 ， 而 且 
4 是 Q 上 的 调和 函数 . 

从 近代 眼光 来 君 ,这 个 函数 4 的 存在 国 然 不 明显 ,而 且 即 使 有 
这 样 的 4 也 难以 证 明 4 是 连续 的 ,更 谈 不 上 A4 一 0， 在 十 九 世 纪 
初期 “数学 严格 性 ”这 概念 是 不 普遍 的 。 所 以 黎 曼 从 导热 和 导电 这 
一 类 的 物理 性 质 ,去 考虑 这 原理 而 觉得 这 是 正确 之 后 ,就 重复 用 它 
来 证 明 很 多 伟大 的 定理 , 包括 黎 曼 映照 定理 ! 那 时 对 这 原理 的 一 
般 直 观 解 释 是 这 样 。 如 f|898 二 0, 则 恒 等 于 0 的 函数 就 是 问题 的 
解 . 今 假设 130 半 0 由 (1)， 
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nf > | ,>0. 


其 中 的 inf 是 取 自 所 有 的 7e C=”(5),7 189 ~ 1188， 所 以 有 一 正 
常数 C 使 inf 几 | 一 C. 命 feE Cc"(0) 使 当 i 一 oo 时 , 一 <. 
由 直观 的 角度 看 来 ,如 下 两 个 断言 成 立 : 

(a) 有 函数 % 使 一 hh100 一 了 180 一 1130. 

(8) 因 贱 上 = im lj 一 C :有 1 有 极 小 值 , 故 在 2 上 Ai 一 0， 

而 且 4e C”(G)， 

在 1849 年 黎 曼 正 式 用 这 原理 来 证 明 他 的 很 多 定理 , 当时 Weiers- 
trass 已 指出 (a) 这 断言 在 一 般 情况 下 是 有 反例 的 ,故此 (8) 更 不 用 说 
了 . 这 原理 本 身 的 正确 性 ,要 到 五 十 年 后 ,在 1899 年 , 才 由 Hilbert 
严格 证 明 出 来 ， 现 在 我 们 用 Soboley 空间 来 给 Dirichlet 原理 一 个 
近代 的 证 明 。 

先 注意 两 个 事实 : 

《3) 在 C“"(G) 上 ,| ' 上 与 Sobolev 1 范 数 | . | 等 价 , 

(4) 如 多 是 多 在 有 (0) 内 的 闭 包 , 则 多 = 应 (09). 

(3》 的 证 明 分 两 部 。 中 筷 C1 1 需 用 发 散 定理 好 好 计算 一 
下 ; 1 志 C 中 .| 的 证 明 与 引 理 14.3 的 证 明 一 样 . (4) 则 可 用 引 
理 13.4 来 证 明 (应 (9) 是 C?(9) 对 于 | . | 的 完备 化 ， 见 $ 13). 

现 命 5 = C”(8) 在 (8) 内 的 闭 包 . 由 (3)， 知 5 亦 是 C*(&) 
对 上 :上 的 完备 化 . 现 设 f€E Cc"(8), fl80 半 0. 定义 了 十 多 三 
{ff 十 g: gt 多 }. 1 十 多 就 则 好 是 所 有 C"(28) 内 的 函数 
7 37l80 = 890. 
考虑 在 (f 十 多 ) 上 的 实 泛 函 了 > | 称 之 为 wp。 由 (1)， 
oD >), 四 > 0 

因此 在 (f 十 多 ) 上 ,int > 0. 现 将 ?唯一 地 扩充 到 (f 十 多 ) 上 ， 
则 仍 有 不 等 式 inf q >> 0。 但 多 是 Hilbert 空间 5 的 闭 子 空间 , 故 由 
初步 的 Hilbert 空间 理论 ， 知 有 Ate (jf 十 多) 使 4 为 『 的 极 小 点 ， 
即 9( 人 和 (DYvje (f 十 多 )， :所 以 有 hEHCQ)3 < 必 Hl 
V7e (f 十 多)， 这 就 证 明了 (wa)， 而 这 个 证 明 所 以 成 立 ,主要 因为 
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我 们 在 C(5) 的 完备 化 sS 上 着 手 而 不 是 在 C~(8) 本 身 着 手 . 
现在 证 明 (8). 因为 4 事实 上 是 由 原点 到 (f 十 多 ) 的 距离 
(对 于 上 . 上 的 极 小 点 ,由 初步 Hilbert 空间 理论 ,4 上 多 (对 于 妇 )。， 
由 (4) 得 知 4LCcz(9),， 即 多 (4, gp) 一 0 Vp EE C8(8). 今 有 
hE(f++ 多 )CC”(D0) 使 及 一 4 一 0, 玫 Yp ECe'9)， 


[ar 一 lim| Ag = lim | .woww (用 (27)) 
=limB(h,q) (用 (1)) 
= Dh, 9) 一 0. 
根据 定义 13.1, Ah 一 0( 梯 的 意义 ). 由 he Hi(Q) 和 引 理 14.3， 
hE C”(2)， 而 且 在 普通 意义 下 A% 一 0. 同时 
4 一 1 多 一 应 (9)， 

因此 可 说 在 某 个 广义 的 意义 下 ,4190 一 f189. 事实 上 用 je C"(8) 
和 总 的 有 界 性 ,可 以 证 明 4 C"(G)。 这 种 “边界 正则 性 ”在 技巧 
上 总 比 “ 内 部 正则 性 > 复杂 ,但 在 这 特殊 情况 之 下 ,两 者 想法 基本 上 
没有 不 同 , 都 是 用 Garding .不 等 式 一 类 的 工具 和 Soboley 引 理 ( 见 
Bers-John~Schechter，200 一 206 页 , 或 Folland，Chapter 7，$F)。 无 
论 如 何 ,现在 知道 1 一 4< 应 (Inc="(5).， 故 川 89 = 69 在 普 
通 的 意义 下 成 立 。(8) 证 毕 , 亦 即 Dirichlet 原理 得 证 . 

总 结 上 面 的 证 明 , 可 说 Dirichlet 问题 的 解 很 清楚 的 分 为 两 步 . 
第 一 步 是 证 明 一 个 Hilbert 空间 理论 内 的 存在 定理 。 第 二 步 是 证 
明 一 个 正则 性 定理 .希望 读者 在 念 完 这 章 和 念 完 上 述 的 讨论 后 ， 
对 这 两 步 在 概念 上 都 有 一 个 清楚 的 认识 . 

$ 15, 这 节 内 的 口 的 Girding 不 等 式 的 证 明 , 其 主要 想法 实在 
与 一 般 的 强 椭圆 算 子 的 Girding 不 等 式 的 证 明 无 蜡 ， 另 一 方面 ,这 
个 口 的 _Girding 不 等 式 可 用 内 区 的 微分 几何 计算 方法 , 把 ( 口 q， 
9) 完全 算出 , 然后 才 推 论 不 等 式 ， 这 个 〈 口 p，p) 的 公式 就 是 所 
亩 Weitzenback 公式 ,在 黎 曼 几何 是 一 个 常用 的 工具 . 在 de Rham 
书 内 第 $ 26 内 有 这 种 计算 , 是 用 古典 张 量 记 号 的 . 在 Greene-Wu 
文章 内 $4 有 同样 的 计算 ,是 用 近代 的 内 冀 记 号 的 ， 
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G, deRham, Variétés Différentiables, Hermann, 1960, 

R. E, Greene and H. Wu, Integrals of subharmonic functions on 
manifolds of nonnegetive Curvature, Inventiones Math. 27 (1974) ， 
265 一 298。 

$ 16, 这 章 内 所 讨论 的 概念 和 结果 ,都 是 属于 Sobolev 空间 的 最 
基本 性 质 的 一 部 分 。 普 通 所 给 的 Rellich 引 理 和 Sobolev 引 理 的 证 
明 是 用 富里 哀 变 换 的 ,网 Folland 或 Narasimhan 的 书 . 我 们 所 给 的 
Sobolev 引 理 的 证 明 是 取 自 Nirenberg 的 1959 年 的 文章 ,Sobolev 不 
等 式 有 很 多 个 , 见 Bers-John-Schechter 的 书 内 第 220 页 和 Friedman 
的 书 内 22 一 29 页 .我 们 所 给 的 是 最 普通 和 最 简单 的 一 个 . 

A. Friedman, Partial Differential Equations, R. E. Kricgers Pub- 
lishing Co. 1976。( 原 版 ”Holt, Rinchart and Winston, Inc. 1969), 

L. Nirenberg, On elliptic partial differential equations, Annali 
Scuola Norm. Sup, Pisa 13 (1959), 115—162., 

H-s(8) 也 是 常用 的 函数 空间 , 见 上 列 Folland 的 书 内 第 六 章 
或 Harmander 的 书 内 第 二 章 ， 其 实 如 用 富里 衰变 换 来 定义 Sobolev 
空间 , 则 一 次 可 定义 所 有 的 总 (8), 其 中 上 是 任何 实数 .上 列 文献 
都 是 这 样 做 的 .注意 , 如 了 是 任意 的 广义 函数 , pe C? (9), 则 有 
1€Z 使 pgTE HKQ). 这 个 事实 的 基本 意义 就 是 说 有 了 Sobolev 空 
闻 就 不 一 定 需要 广义 函数 。 不 过 在 很 多 情况 之 下 广义 函数 在 形式 
上 是 更 为 方便 ,而且 概 念 上 是 加 深 我 们 对 分 析 基础 的 了 解 的 . 

$ 17, 因为 我 们 要 避免 用 太 多 的 工具 和 太 复 杂 的 证 朋 , 这 节 所 
给 的 (5 十 3) 正则 性 定理 的 证 明 是 非常 特殊 的 , 不 能 用 于 任意 的 
椭圆 算 子 上 ,但 这 个 证 明 所 给 的 关于 应 用 Sobolev 引 理 的 办 法 ,以 
及 如 何 应 用 Girding 不 等 式 去 证 明 方 程 解 有 更 高 的 可 微 性 ,这 两 
点 的 基本 想法 却 是 在 一 般 的 情况 下 完全 正确 的 。 所 以 这 节 还 有 一 
读 的 价值 ， 引 理 17.1 的 证 明 , 是 取 自 Harmander 另 一 本 书 内 的 第 
86 一 87 页 ，(L，Harmander，An Introduction to Complex Analysis in 
Several Variables, North Holland Publishing Co. 1973), 

在 $ 14 中 我 们 已 看 到 , 由 定理 工 所 能 推论 的 关于 口 的 正则 性 
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只 是 : fE HA(L) 和 口 f€ 4(L)>fE 4(L)( 引 理 14.3)， 在 Griffi- 
ths-Harris 的 书 中 第 三 章 第 一 节 , 他 们 要 用 定理 工 来 证 明 : 
f € HoCL) 和 Dfe ACL)S>fE ACL), 

这 是 不 正确 的 ,理由 如 下 , 命 口 一 g,f EHokL),，g《 A(L), 定 
义 (6 十 3)f 三 gg， 则 有 (6 + 9)q 二 g。， 如 果 qg € Ho(L)， 则 定 
理工 蕴 洱 pe 4CL), < (6 十 3)f€ A(L), > 4(L)。 上 面 
最 后 一 步 再 用 定理 了 但 如 果 Te Ho(L) 而 不 是 fe HI(L), 则 根 
据 引 理 16.3, 只 能 推论 pe -CL), 故 不 能 用 定理 

我 们 要 指出 的 是 有 了 充分 的 工具 后 ， 自 然 可 以 证 明 广 义 的 正 
则 性 定理 如 ; . 

设 f€EH(L), tt€ 2, (G+ 9)fe A(L), MfE ACL). 
或 

设 fEH(L), 1€ 2, 有 Dre A(L), 则 fe A(L). 

可 参阅 Folland 书 内 的 (6.30). 所 以 Griffiths-Harris 书 中 这 个 正 
则 性 定理 的 证 明基 本 上 不 是 错 的 ,只 是 有 漏洞 而 已 . 

Friedrichs 引 理 是 正则 化 过 程 的 基本 工具 , 可 见 吉 田 耕 作 的 书 
或 上 列 Harmander 多 复 变 函 数 的 书 中 引 理 5.2.2. 
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第 五 蕴 一 些 基 本 定理 


这 里 我 们 把 第 一 、 二 ,三 童 中 所 引进 的 结果 和 概念 作 更 深 一 层 
的 应 用 。 在 $18 中 所 证 明 的 三 个 定理 都 是 基础 性 的 ， 在 $19 中 
引进 线 从 的 陈 类 后 ,我 们 在 $ 20 用 它 来 重新 解释 和 证 明 $ 18 里 面 
的 结果 ,而且 也 证 明 RR 定理 的 第 四 个 形式 。 这 个 RRIV 是 Hir- 
zebruch-Riemann-Roch 公式 在 一 维 时 的 特殊 情况 。 在 最 后 的 一 节 
$ 21 中 ,我 们 回 到 $1 中 讨论 过 的 问题 , 把 这 书 作 一 结束 ， 


$18 多 二， 消 疫 定理 及 代入 定理 


这 节 的 题目 所 提 到 的 三 个 似乎 互 不 相关 的 定理 其 实 有 一 个 共 
同 点 ， 它 们 都 与 一 个 全 纯 线 从 的 全 纯 截 影 存在 性 有 关 . 这 一 点 在 
下 面 的 证 阴 中 是 很 明显 的 ,请 读者 注意 . 

在 这 节 中 除 特别 说 明 以 外 ,M 是 一 个 紧 的 称 学 面 , 多 是 M 的 
因子 类 群 ($ 5)， 比 是 M 上 线 从 类 群 ($7)，4: 贸 习 儿 在 $7 
中 已 有 定义 . 

定理 18.1. i: 2 一 是 一 个 Abel 群 同 构 . 

证 ， 由 引 理 7.7, 已 知 2 是 一 个 单 同 态 , 现 用 引 理 7.12 来 证 明 
4 是 满 的 . 设 L€ ,D&B 我们 断言 : 

XL) = XL — 7D)) + dD) (18.1) 
这 是 因为 如 果 将 D 写 成 D= Di 一 Di, Di 之 0, D, 之 0, Di、 
Di; 多 ,然后 在 引 理 12.1 的 C2) 中 命 L 一 工 十 4(D;),D = 二 D1， 
则 引 理 12.1 的 (1) 比 涵 
x(L — 1(D)) + dD1) = X(L + 41(D,)) 
(其 中 我 们 也 用 了 (12.1))， 同 理 , 如 在 引 理 12.1 的 (2) 中 命 也 
上 +40D2); DD = 二 D;; 则 
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XCL) 十 4D2) = X(L 十 人 Da))。 


两 式 相 减 便 得 (18.1). 
现在 
XL 一 2CD)) = dim HM, QL 一 2(D))) — dim H'(M, QO(L 
— 2(D))) 


< dimH(M, QCL 一 2(D))) 
一 dimT(L 一 2(D))， 
故 由 (18.1)， 
XCL) < dimT(L — 4(D)) + da(D). 
今 选 DEgB 使 aD) 志 XCL) 一 1, 则 dmT(L 一 4(D)) 宇 1. 
由 引 理 7.12,， 有 Do 多 使 L 二 (Do)， 因 为 是 任意 线 从 ， 所 
以 1 是 满 的 .] 

由 定理 18.1 ,我 们 现在 可 将 乡 和 多 认同 ， 现 用 引 理 7.11 这 可 
推论 : 

系 18.1. 每 个 线 从 具有 不 恒 等 于 0 的 亚 纯 截 影 . 

定义 18.2， 如 LE  ， 定 义工 的 次 数 4(L) 一 4D)， 其 中 
2(D) 一 了 . 

例 1. 命 T# 为 M 的 全 纯 余 切 从 ( 见 $7, 例 2)， 由 RRI, 已 
知 M 上 存在 不 恒 等 于 10 的 亚 纯 微分 (由 上 面 的 系 亦 可 得 到 同样 结 
论 ). 命 为 w. 由 引 理 7.11，7#* 二 4((w)). 由 $6 之 (IT)， 得 
d(T#) 一 28 一 2， 其 中 8 为 M 的 亏 格 ， 现 命 T; 为 M 的 全 纯 切 从 
( 见 $7; 例 3)， 因 为 Th 一 一 73, 有 

dT) = 2— 2g = XM), 
其 中 xX(M) 类 示 对 的 Euler 示 性 数 . 

现在 我 们 用 这 个 新 术语 和 Serre 对 侦 定理 ($ 11), 将 “4d(D) 
< 0>!(D) 一 {0}” 和 $6 中 的 (V)(a) 这 两 个 简单 的 事实 用 上 同 
调 来 重新 解释 .首先 重 温 一 下 : YD& 久 ,有 同 构 

iD) 兰 HM, O00(D))), (18.2) 
Qi(1(D)) OT + 71D)). (18.3) 
(18.2) 是 引 理 7.9 和 引 理 9,3 所 结合 而 得 ，(18,3) 已 在 $10 中 定 
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义 GEL) 时 指出 . 注意 : 我 们 的 记号 是 (LL) 二 2(L). 

定理 18.3 ( 消 没 定理 ). 设 节 上 多。(a) 如 果 dL) > 0， 则 

HAM，,，Q(L)) 一 0 (b) 如 果 4ZD) 二 28 一 2， 则 
HM, QO(L)) 一 0. 

按 . 在 (b) 中 (28 一 2) 这 常数 的 意义 , 见 $6 之 (HI) 和 上 
面 例 1. 又 : 这 定理 和 全 纯 截 影 的 关系 , 见 引 理 9.5. 

证 . 我 们 会 重复 用 Serre 对 偶 定 理 和 “(18.2)、(18.3), 在 下 
面 不 再 著述 .由 定理 18.1, 有 DeE 留 使 L 一 4(D). 

(a) dL)> 0 dD)> 0 dD)<01(—D) 一 0 一 
HM, Q(— MD =0> HM, 0 (1(D))) =0% HM, 
a(L)) = 0. 

(b) 命 ? 为 一 个 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 微分 ,有 ad((g)) 一 28 一 2 
和 4《(Cq)) 二 TX。 故 dL)>28 一 2 之 dD)>d((q)), > 
dad((p)—D) <0, 之 人 Cp) — DPD)= 0,> FM, QTY 一 
1KD))) 一 0， 人 FM :GL 一 MD))) = 0, HM, QW(D))) 
一 0, 字 Pi,C(L)) 一 0.] 

在 前 面 我 们 已 展 次 提 到 这 种 消 没 定理 的 用 途 ( 见 引 理 9.5 和 定 
理 10.1、 系 10.2)， 在 4 20 中 将 有 很 多 这 一 类 的 应 用 .在 这 里 我 
们 用 它 来 解决 一 个 具体 的 问题 . (这 系 是 4 ?7 内 的 一 个 习题 .) 
恒 等 于 0. 

证 . 我 们 要 证 HACM, 9(TA)) 一 0. 由 Serre 对 偶 定理 ,只 须 
证 HM，Q( 一 Ti)) 一 0。 根据 例 1，4( 一 Ta) 一 28 一 2 一 
0 如 果 g > 1。 故 这 系 可 由 定理 18.3(a) 导出 ,] 

最 后 ,我 们 已 在 $6 中 提 过 , 由 RR 定理 推论 出 紧 黎 曼 面 M 具 
有 很 多 亚 纯 函 数 之 后 ， 就 可 以 证 明 一 个 嵌 人 定理 ， 现 在 给 这 个 证 
明 . 首先 需要 引进 一 些 定义 . 

定义 18.4,， 设 M,N 分 别 为 mw 维和 # 维 的 复 流 形 ,p : M 一 N 
为 全 纯 映照 《定义 3.5)。 M .上 的 一 点 * 称 为 Pp 的 非 奇 异 点 ,如 果 
存在 * 的 坐标 邻 域 (U, $) 和 g(x) 的 坐标 邻 域 (V, 委 )， 使 如 下 
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的 映照 
gogpog-: 0)ICCC”) > EVICCC') 

的 Jacobian 和 矩阵 在 B(x) 上 有 吉 秩 . 

今 命 C”" 和 C" 上 的 坐标 函数 分 别 为 zy zn 和 ww, ws 
此 后 我 们 将 上 和 多 (UV) 认同 ， 也 将 上 和 型 (F) 认同 ,因此 {z。} 
和 {wi} 分 别 变 成 UU 和 VV. 上 的 函数 ， 以 下 将 用 记号 : p; 一 wiog， 
1 一 《pi ，9e)， 所 以 是 9 的 非 奇异 点 的 充 要 条 件 是 如 下 的 
m Xn 年 阵 


{ae} 
Oz。 1€acm licn 
的 秩 是 wm， 如 x 是 9 的 非 奇异 点 , 则 显然 m 志 ">。 对 我 们 来 说 ,最 
重要 的 特殊 情况 是 当 M 是 黎 曼 面 ， 这 时 m 一 1, 每 个 mi 是 全 纯 单 
复 变 函数 ,而 且 * 是 Pp 的 非 奇 异 点 人 > 有 一 个 i 使 pi 在 * 上 的 导 
数 不 等 于 0. 

引 理 18.5. 定义 18.4 不 依赖 于 《UV , 29) 和 《VV , 至 ) 的 选取 . 
即 是 说 , 如 果 egog- 在 * (与 (x) 认同 ) 上 其 Jacobian 矩阵 有 
m 秩 , 设 (Ci，0)、(7 1) 分 别 为 x*，yp《x) 的 坐标 邻 域 ， 则 
gio9ogT1 在 * 上 的 Jacobian 托 阵 也 有 靖 秩 ， 

习题 ， 用 链 式 法 则 证 明 引 悍 。 

定义 18.6， 设 MM，N 为 复 流 形 。9 : M 一 N 称 为 全 纯 浸 人 ， 
如 果 是 一 个 全 纯 映 照 而 且 M 上 每 点 都 是 9 的 非 奇异 点 .一 个 单 
的 全 纯 温 人称 为 全 纯 撕 人 。 

现在 我 们 至 少 可 以 阐述 所 和 欲 证 明 的 嵌 人 定理 ， 

定理 18.7 (投影 嵌 人 定理 )， 设 M 为 紧 黎 曼 面 ， 且 亏 格 等 于 
gz， 则 有 一 个 全 纯 馈 人 9 : M 一 PriC， 

按 . 这 定理 中 投影 空间 的 维 数 依赖 于 MM 的 亏 格 .在 § 21 中 我 
们 将 改善 这 一 点 ,使 所 有 黎 曼 面 皆 可 全 纯 嵌 入 PPC. 

在 证 明定 理 18,7 之 前 我 们 先 作 一 个 一 般 性 的 讨论 ， 今 设 
训 ,…， fo 为 黎 曼 面 M 上 (* 十 1) 个 亚 纯 讽 数 《M 不 一 定 紧 )、 约 
定 : 在 这 种 情况 下 我 们 总 是 假设 没有 一 个 是 恒 等 于 0 的 . 现 定 


。 194。 


义 一 个 全 纯 映 照 


《fo :M2 PC (18.4) 
如 下 ， 若 pE M, 不 是 任何 一 个 i 的 极点 或 所 有 {fi} 的 零点 , 则 
定义 《fh :………: 用 )(p) 二 [folp)，,…, flp)]， 这 显然 在 P 附近 定 


义 了 一 个 全 纯 上 映照。 现 设 为 所 有 {ji} 的 零点 或 是 某 些 fi 的 极 
点 ， 命 ? 为 所 有 {fi} 在 ”上 的 赋值 (定义 4.8) 的 最 小 值 , 即 > = 
min{ vp(f0),"…… ,pp(f,)}。 取 任意 P 附近 的 坐标 函数 z 使 z(p) = 
0。 定 义 : 
foi: fo)(p) = [zo)(p),**, (sf,)(p)] 

《 例 : 设 内 一 C:p 为 C 的 原点 0, wn 一 2 如果 fo 一 7z?, 有 =222， 
二 x 则 > 一 2， 

(fo :六 :hj)(Cp) = [7,2,0]. 
如 果 有 = 3 五 一 5/s 记 一 1/z， 则 > 一 一 3， 

(Cfo: fi: fp) = [0,5,0].) . 
这 个 定义 是 合理 的 ， 因 为 如 果 w* 是 另 一 个 在 * 附近 的 坐标 函数 市 
且 w(p) 一 0， 则 在 ?一 个 充分 小 的 邻 域 ”上 w/z 是 一 个 永 不 等 
零 的 全 纯 函 数 ， 因 此 在 4 上 有 
[Go 一 (wj)] 


= |(<) 7, (EE) G7)| 


= [2™~"fo, “~? zj]. 


以 《18.4) 完全 定义 了 ， 

引 理 18.8. 设 p EM, M 不 一 定 紧 ，{j……， js} 是 在 ?附近 
全 纯 的 亚 纯 函 数 。 更 设 jCp) 号 0, 而且 有 i 使 vp(f:)) 一 1。 则 ?p 
是 全 纯 上 映照 (ho :'……: 1,) : M 一 P.C 的 非 奇异 点 . 

证 .用 上 面 的 记号 , 设 W 为 ? 的 坐标 邻 域 , * 为 轧 上 的 坐标 函 
数 . 命 p 三 (fo:……: 1) Us 为 PC 上 常用 的 开 集 , 即 

Uo= ([z0,.**, za] : zo 0}. 

在 U。 上 定义 坐标 函数 {wi we} 使 mi 人 [ze zw ])》 = zi/ za， 
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内 一 1……， 4 (如 定义 

@:Uo 一 C"，0(x) 一 (oli(x) wnat)), 
则 @ 是 双全 纯 映 照 (定义 3.7).) 因 fCp) 关 0， 如 果 到 充分 小 , 则 
pW)CU 命 wiog 一 qi。 无 妨 假 设 v5《) 一 1, 即 大 (2) 一 0， 


(Cp) se 0， 因此 在 WwW 上 
dz 


全 -的 -部 各 -+ 约 


故 (dp/dz)(Cp) 二 《1/fo(p))(4fh/dz)(p) 关 0。 由 上 面 的 讨论 ,可 
知 上 是 ?的 非 奇 异 点 . 

在 证 明定 理 18.7 时 我 们 会 遇 到 如 下 的 情形 。 设 如 为 一 个 亚 纯 
消 数 的 向 量 空间 (例如 B = 1(D), DE 功 ) 1 和 {j 
所 } 是 B 的 两 个 不 同 的 基 .。 今 设 {f;} 满足 引 理 18.8 的 条 件 ， 故 


《如 :.…:f) 有 ?为 非 奇异 点 , 欲 证 亦 是 (ho :……: ha) 的 非 奇异 
点 。 为 了 这 个 证 明 以 及 其 它 的 用 途 , 我 们 讨论 一 下 PC 内 的 “ 投 
影 变换 ”. 


设 :Cn> Cr" 为 一 个 非 退 化 的 线性 变换 。 显然 : 
Cti—{0}—> Ct— {0} Ti 有 LAFCx) = F(Axr) VAEC, rEC"t, 
由 P,C 的 定义 ,F 诱导 一 个 全 纯 映照 名 : PC 一 PP,C, 称 为 PC 
的 投影 变换 ， 如 果 G 是 的 逆 变 换 , 则 G 诱 导 一 个 投影 变换 G, 而 
且 G 是 名 的 逆 上 映照 。 因 此 每 个 投影 变换 是 一 个 双全 纯 贞 照 (定义 
3.7). 《不 难 验证 所 有 P,C 上 的 投影 变换 是 一 个 群 , 称 投影 群 .) 自 
然 ,一 个 投影 变换 各 : P,C 一 PC 是 一 个 全 纯 嵌 入 的 特殊 情况 之 
一 。 下 面 这 引 理 是 由 定义 18.6 立 可 推演 的 . 

引 理 18.9. 设 M, N,N' 为 复 流 形 ，9 : M 一 N 为 全 纯 且 照 ， 
由 N 一 和 为 全 纯 嵌 入 。 如 果 p、 EM, gp(p) 关 pl(g) 则 (bo°q) 
(p) 让 《goq)(q)。， 如 果 2 是 的 非 奇 异 点 , 则 Pp 亦 是 yog 的 非 
奇异 点 . 

引 理 18.10. 设 B 为 一 个 任意 黎 曼 面 M 上 亚 纯 函 数 的 向 量 空 
闻 , {有 ,fr} 和 {ho,*… hs} 为 B 的 两 个 基 。 如 果 (4,*…,f,) 
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判别 久 96 MC Ch :oe fo) Cp) Se Co: fC9)), Cho :ee: 
6s) 亦 判别 p、g。 如 果 ? 是 《fo :.…: 加) 的 非 奇异 点 , 则 亦 是 
《加 :………: 如 ) 的 非 奇异 点 。 

证 . 设 广 一 2 oifi, 0 <i, jn onE CYivj。 则 {aw} 是 


一 个 非 退 化 的 方 阵 、 现 命 {ci} 为 Ce 的 标准 正 交 基 (< = (1， 
0………， 0) ， C2 一 《0， 上， 0,.….， 0) 等 等 )， 定义 F: Ci->C"t 
为 一 个 线性 变换 ,使 (<) 一 可 ajci，F 是 非 退 化 的 , 故 诱导 投 


影 变换 名 : PC > P,C， 容易 验证 (ho … 4) 一 名 :…:f). 
因此 引 理 18.10 可 由 引 理 18.9 导出 .] 

现在 我 们 可 以 闭 手 证 明 18.7， 我 们 将 重复 用 46 中 的 (V) 
《a)。 为 方便 起 见 , 将 之 重复 一 次 ; 

d(D) 三 2g 一 1> dmI(D) = ad(D)+ (1 —g), (18.5) 

其 中 8 是 M 的 亏 格 ， 

定理 18.7 的 证 明 ， 如 果 g 二 0， 则 $6 中 之 (ID 已 证 明了 有 
同 构 M 学 PC. 因此 我 们 可 设 g 之 1. 

取 peM 并 命 也 == (28g 十 1)p. 由 (18.5), dimi(D) 一 g 十 
2。 命 {hf0,…，hen) 为 (D) 的 一 个 基 . 定义 pp 一 (jp 
hs : M -> PerC， 现 须 证 明 为 一 个 全 纯 嵌 入 . 

设 g,g EM,g 半 4g。 须 证 p(9) 半 ql4q). 命 Di 一 DD 一 9， 
DD 一 DD 一 g 一 9 .由 定义 5.3， 

上 (DCLDDCLD)， 
因为 4(D 一 28,4(D,) 一 28 一 1, 由 (18.5) 有 
dim 1(D;) = dim i(D1) 一 |. 

命 heE1CD1) 3 有 h&1D,)。 不 妨 假设 p 六 4， 因此 有 《1(D1) 坟 在 
4 上 等 于 0, 在 上 等 于 oo。 故国 不 是 一 常 值 所 以 {1, 用} 是 
1(D) 内 两 个 线性 无 关 的 元 素 . 由 初等 的 推论 ， 有 {所 ,*…**, fer 
CD) 使 人 1, 有 ,有 ,…, fo) 是 1(D) 的 基 . 命 风 王 《1 矿 : 
foi) : M 一 PomC， 现 在 要 证 4(g) 关 bg)。 可 分 开 两 种 情况 来 
讨论 . 首先 设 9 关 p。 因 为 1D1) 且 h&1(D2D), f(gq) = 0， 
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jh 一 a 关 0。 如 果 ; 三 2 jeiD) 人 方 在 4 和 9 上 是 全 纯 的 ， 
所 以 8g(q) 二 [1,0,…] 关 [1,6e,…] 一 (9), 其 次 , 设 = 
PP。 因 为 所 用 D) 内 的 元 素 在 4 上 都 是 全 纯 的 ,%(9) 一 [1,…]. 
同时 因为 所 有 1(D) 内 的 元 素 都 在 z 上 有 极点 ， 故 由 (18.4) 的 定 
义 ,， J(qg) 三 $9) 一 [0,…]。 总 之 , 4 夺 g 字 (gq) jcg). 
由 引 理 18.11,9 关 9 > p(g) < pkg )， 因 此 ?是 一 个 单 映照 . 
现 设 ye M。 须 证 4 为 9 的 非 奇 异 点 . 命 Di 一 DD 一 4,D; 一 

D 一 29. 同 理 ; 知 有 所 EE1CD1) 3f&ICD)), 而 且 志 不 是 一 常 值 ， 
疙 同上 可 得 1(D) 的 一 个 基 {1, 扩 ,… ,fot+tj。 命 大 (li:fise: 
fer)。 首先 设 4 和 p。 由 九 的 定义 , 有 在 9 上 有 单 零 点 . 因为 
fh fen 在 49 上 是 全 纯 的 ， 引 理 18.8 蕴涵 4 是 由 的 非 青 异 点 ， 
其 次 设 g = p, 则 Di = (2g)p，D; 一 (2g 一 1)p， 由 的 定义 ， 
zp( 有 ) 一 一 2 g， 但 我 们 知道 /CD) 有 一 个 元 素 j 满足 v0( 有 ) 一 
一 2g 一 1, 因 为 由 (18.5)， 

dim 1(D) = dim 1(D) 一 1。 
故 如 fE2CD),f&1CD), 则 f 有 zlf) 一 一 28 一 1 这 个 性 质 . 现 
f 是 全 ,所 ,……, fon} 的 线性 组 合 ,而 每 个 有 在 ?上 满足 v5(fi) 之 
一 28 一 1; 因此 {不 ,-… ,for 其 中 一 元 ,比如 说 刻 满 足 vz,(f) 一 
2g 一 1。 现 命 z 为 ?附近 的 一 个 坐标 函数 使 Cp) 一 0。 由 (18.4) 
的 定义 , 峭 在 ?附近 可 表示 成 
中 < 一 [ zzet+i， z+1f, » ztif, ， *, 2z2z41 1], 

这 里 每 个 函数 都 是 全 纯 的 , 且 z*+'h 在 上 有 单 零 点 , 更 有 
(zx+1f)(p) 二 0， 由 引 理 18.8, ?是 中 的 非 奇异 点 。 总 之 Yq€ M， 
g 是 上 的 非 奇异 点 ， 由 引 理 18.10，M 上 每 点 也 是 9 的 非 奇异 点 . 
即 罗 也 是 一 个 全 纯 浸 人 .] 

在 这 里 我 们 对 定理 18.7 加 一 个 注 记 ，qp《M) 是 PenC 内 的 一 
个 紧 子 得 ， 故 由 局 氏 定理 〈Chow's theorem， 周 炜 良 于 1949 年 所 
证 ) 在 CIX， Xi,-'*, XX。] 有 一 组 齐 次 多 项 式 {Ri}, 使 pC(M) 为 
{Ri} 在 PanC 内 的 公共 零点 ， 现在 我 们 直接 证 明 这 个 周 氏 定理 
的 特殊 情况 。 由 定义 , p 一 《如 :加 on)。 因 1€1(4D), 无 妨 假 
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设 各 一 1. 设 广 在 M 上 有 ?个 极点 ， 由 定理 6.3， 术 的 亚 纯 函数 

域 跑 满足 1 中 : C(h)] 一 n。 所 以 Yi 之 2, hi 满足 一 个 代数 方程 

Qi 有 有, h1) 一 0。 其 中 09xXi, XD EC (XLX;], 91 是 不 可 约 的 ， 
Qi(X1, Xi) 一 X; 十 aXD RT! 十 …… 十 or(XD， 

2 专 : 志 #1, 而 且 每 个 o(Xo 是 Xi 的 有 理 函 数 . 设 色 为 {a1,*……， 

os} 的 最 小 公分 母 ,定义 B; 三 Boo; 和 定义 

P(Xi1, Xi) = PXOKXI 十 BCXDX + + + P(X, 

则 PiE CL[X1, Xi] 而 且 Pi( 轴 , hi) 一 0。 现 将 Pi 齐 次 化 成 Ri(Xo, 
XX1， 久 /), 即 如 果 台 是 Pi 的 次 数 , 则 
R(Xo, Xi1, XD 一 XoP(XI/ Xo, Xi/X0). 
R, 是 m 次 的 齐 次 多 项 式 , 而 且 由 和 一 1, 有 Ri 加， 有 加，hi) 一 
RAl, hs bi) = Pi(hi, hi) 一 0， 因 此 
pM) = {[Xo XerEcPC:V 一 2 8 
+ 1, R(Xo, X1, Xi) 一 0]j。 

在 已 C 内 一 组 刘 次 多 项 式 的 公共 零点 就 是 所 谓 代数 位 。 上面 
这 个 pCM) 就 是 所 谓 1 维 的 代数 签 (简称 代数 曲线 ) 的 一 个 例子 . 
因为 代数 答 是 由 多 项 式 环 的 元 素 所 定义 的 ， 所 以 代数 上 关于 多 项 
式 环 的 定理 可 以 应 用 于 代数 簇 的 研究 。 这 个 研究 就 是 代数 几何 的 
主要 题目 。( 由 历史 的 发 展 看 来 ,关于 多 项 式 环 的 定理 却 是 因为 代 
数 答 的 研究 所 需 而 发 现 和 证 明 的 .》 所 以 从 我 们 的 观点 看 来 ,这 个 
全 纯 嵌 和 人 9 : M 一 PunC 就 建立 起 一 个 在 黎 曼 面 M 和 代数 曲线 
9p(M) 之 间 的 “ 同 构 >。 笋 曼 面 理论 更 深入 的 研究 , 大 部 分 就 要 用 
到 代数 几何 的 方法 . 


$19 陈 类 及 Gauss-Bonnet 定理 


上 节 的 三 个 主要 定理 (定理 18.1 .18.3，18.7) 的 证 明 有 两 个 
缺点 ， 第 一 ,这 种 推论 不 能 推广 到 高 维 的 情况 ;第 二 , 虽然 它们 都 
是 关于 全 纯 截 影 存在 性 的 定理 ,但 它们 的 证 明 却 没 有 统一 性 ,而 且 
一 个 线 从 的 次 数 的 定义 〈 定 义 18.2) 也 是 有 点 高 深 莫 测 的 ， 因 为 
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4(L) 不 是 直接 用 工本 身 定 义 而 是 用 % 来 间接 定义 的 ， 

在 这 节 中 我 们 引进 线 从 的 陈 类 的 新 概念 ,然后 用 它 来 给 4(L) 
一 个 新 解释 (Gauss-Bonnet 定理 )， 在 下 节 中 ， 这 些 概 念 和 结果 将 
用 来 重新 证 明定 理 18.1, 18.3 和 18.7。 这 两 节 的 讨论 表面 上 似 平 
较 $ 18 更 长 和 更 抽象 , 但 所 有 的 推论 都 是 更 自然 和 更 彻底 的， 而 
且 所 有 的 想法 都 是 与 高 维 时 的 想法 吻合 的 . 

请 特别 注意 ,在 这 节 和 下 节 中 ,我 们 宕 全 不 用 定理 18.1、18.3 
和 18.7。 

设 工 为 黎 曼 面 M 上 的 全 纯 线 从 ，{g。} 是 M 上 的 互 度量 〈 引 理 
11.2),D 是 {g,} 的 Hermitian 联络 ( 引 理 11.4)，8 二 591logg。 是 
{g。} 的 曲率 形式 ( 见 $ 11 例 2 前面 )， 现 在 我 们 要 对 @ 作 更 深 的 
研究 ， 设 {g} 为 L 上 的 另 一 个 互 度量, 因此 诱导 另 一 个 曲率 形式 
8 一 561log g+， 我 们 断言 存在 一 个 在 M 上 整体 定义 的 1 形式 7 
使 8 一 8@' = 4r。 证 朋 如 下 : 

9 — 0 = 650(logg,— logg:.) 
~ 60log (gg: 1) 
但 由 (11.1), 1 一 gs 后?g27 一 gl 后 |gs 在 每 个 WNwW。 上 . 故 
gog 1 一 gpg 在 每 WW 站 Wa 上 ， 即 是 说 gogs : Ws。 一 尺 其 实 是 
一 个 在 M 上 整体 定义 的 C” 消 数 。 因 此 可 命 7 一 9log (gg 1), 由 
于 7Y 是 (1,0) 型 的 , dy 一 67, 故 8 一 B 一 57 一 47. 

由 (9.18) (古典 de Rham 定理 ),8 一 @' 一 dy 的 意义 是 无 论 
工 上 取 什么 互 度量 ,它们 的 曲率 形式 都 定义 同一 个 上 同调 类 (虽然 
曲率 形式 本 身 会 是 不 同 的 )， 这 个 上 同调 类 所 以 是 工本 身 的 不 变 
量 , 是 不 依赖 于 五 度量 的 选取 的 

定义 19.1, 设 LE 终 ,98 为 工 上 任意 五 度量 的 曲率 形式 , 工 的 


陈 类 (Chern Class; 陈省身 1946) 就 是 于 98 在 下 (W， C) 内 所 


一 】 


定义 的 上 同调 美 ， 记 号 为 C(L) = | 三 上 6 | 或 了 es c(Z). 


C(L) 的 定义 中 的 常数 元 在 下 面 的 Gauss-Bonnet 定理 有 解 
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释 ， 现 在 我 们 先 讨 沦 5(Z)》 的 基本 人 性质 ，C(ZL) 定义 一 个 映照 
CC: HM,C). 

引 理 19.2. C : 一 (M,C) 是 一 个 群 同 态 . 

证 . 设 L, L,€ .无 妨 假设 L1, L; 有 共同 的 STN {wW。}. 
如 果 {gs} 和 {h。} 分 别 为 Ll 和; 的 五 度量 ， 则 由 引 理 11,2 可 直 
接 验 证 {g。h。} 和 {ga/ho}) 分 别 为 二 十 工 : 和 元 一 L; 的 互 度量 . 
因此 LL 十 L; 的 曲率 形式 是 

56log (gahs) — 50 log gs + 5010g hs — 0O1 + 0,, 
其 中 @, 和 8B; 分 别 为 Li, 工 ;的 曲率 形式 . 同 理 上 一 工 ,的 曲率 形 
式 是 @, 一 @.。 所 以 C(Li 士 站 ) 一 CCLD + C(L2).] 

由 引 理 19.2， 如 工 与 平凡 线 丛 M x C 同 构 , 则 C(L) 一 0. 
很 粗略 地 说 ，C( 工 ) 是 一 个 量度 工 与 平凡 线 丛 之 间 的 偏差 的 不 变 
量 . (事实 上 ,拓扑 上 的 一 个 初步 定理 说 明 工 与 M x C 微分 同 构 
的 充 要 条 件 就 是 CC(L) = 6。 这 里 微分 同 构 的 意义 是 有 C” 映照 
:LM XC, 有 有 : MXC 一 LL, 使 ho 如 == 恒 等 映照 ,有 如 二 和 恒 
等 揣 照 ,， 而 且 如 果 = ; L 一 M 是 线 从 的 映照 ， 则 轴 ; w(x) 一 
{zx} XC 和 如: {x} XC 一 x (x) 都 是 线性 同 构 Yxe M. 《比较 
定义 7.3) 所 以 如 果 我 们 不 要 求全 纯 的 同 构 (定义 7.3) ， 而 只 要 求 
微分 同 构 , 则 C(L) 完全 解答 了 这 问题 。 但 在 一 般 情 况 下 ,两 个 全 
纯 线 丛 微分 同 构 不 一 定理 涵 全 纯 的 同 构 , 这 点 在 节 末 再 有 讨论 . ) 

现在 设 M 为 黎 曼 面 。 故 可 在 M 上 将 任何 2 形式 积分 ( 见 
(11.7)) 后 面 关于 这 方面 的 讨论 )， 我 们 将 利用 这 点 来 将 CCL) 简 
化 成 一 常数 。 跟 随 着 的 讨论 其 实 是 古典 de Rham 定理 的 一 部 分 ， 
但 因 我 们 在 上 面 并 未 有 证 明 这 部 分 , 故 在 此 特别 提出 。 由 (9.18)， 
可 将 (CM, C) 内 任何 上 同调 类 用 2 形式 表示 《在 黎 曼 面 上 所 有 
2 形式 都 是 闭 的 )。 现 定义 求 值 同 太 


[M] : HM, C) —C, 7—>H[M] 三 J 


这 定义 是 合理 的 , 因为 如 果 ”表示 与 ”相同 的 上 同调 类 , 则 有 7 
使 了 一 站 一 47。 故 由 Stokes 定理 ， 
。201 。 


| J + | 加 | 

显然 (Th 十 wp)[M] 一 DLA 二 mL， 故 [LAM] 是 一 个 同 态 。 

引 理 19.3， 在 一 个 紧 黎 受 面 上 ，LM] 是 一 个 群 问 构 . 

这 是 求 值 同 态 的 一 个 基本 性 质 ， 因 为 我 们 要 等 到 引 理 19.10 
的 证 明 时 才 用 到 它 , 现在 暂时 不 给 证 明 。 因为 没有 好 好 地 讨论 十 
典 de Rham 定理 , 所 以 本 书 所 给 引 理 19.3 的 证 明 (在 引 理 19.8 之 
后 ) 并 不 是 太 自 然 的 ,这 点 请 读者 注意 

由 引 理 19.3。 车 知道 C(L)[M] 就 等 于 知道 CC(L)。、 显然 
C(L)[M] 较 CCL) 方便 . 称 C(L)[M] 为 上 的 Euler 示 性 数 。 这 
个 称呼 在 下 面 例 1 中 有 解释 . 用 普通 的 符号 ， 


CCLOIM] = 一 |e. 


现 可 表述 本 节 的 主要 定理 如 下 ， 

定理 19.4 (Gauss-Bonnet 定理 )， 设 M 为 紧 黎 曼 曲面 , 了 6 
色 , 且 有 De 多 使 上 一 CD)， 则 CCL)LM] = a(D). 

按 . 由 C(L)[M] 的 定义 ， 我 们 只 知 它 是 一 个 复数 ， 但 定理 
19.4 却 断 言 它 是 一 个 整数 ,这 是 陈 类 的 一 个 重要 性 质 . (定义 19.1 
中 常数 一 1/2xi 就 是 要 使 CCL)[M] € Z.) 

在 证 明定 理 之 前 我 们 先 讨论 一 个 重要 例子 ， 

例 1， 我 们 用 $ 11 例 2 的 结果 及 记号 ， 设 L 一 7，( 紧 黎 曼 
面 M 的 全 纯 切 线 从 ),G 为 7T, 上 任意 一 个 日 度量 所 诱导 的 黎 曼 度 
量 , Ko 为 G 的 Gauss 曲率 ,8 为 6G 的 体积 形式 , 则 


CC(TOIM] = | Ko9. 
2x JUN 


一 般 称 CC(Ts) 为 M 的 陈 类 . 命 K 为 M 的 典范 因 于 〈$ 5)。 则 有 
六 一 2( 一 及 )( 往 意 ， 这 只 需 RRI 来 业 明 天 的 存在 和 用 引 理 7.11， 
但 并 没有 用 定 理 18.1). 由 $6 之 (ID 及 定理 19.4， 

C(TOIM] = dAd~— K)=2— 28 = XCM), 
其 中 XC(M) 是 M 的 Euler 示 性 数 。 故 有 
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二 | Ko = Xx(M). 


这 就 是 古典 微分 几何 的 曲面 Gauss-Bonnet 定理 .定理 19.4 故 可 视 
为 这 古典 定理 的 推广 , 
定理 19.4 的 证 明 . 设 L 一 4(D),D 一 2 wipi。 因为 和: 


DY 也 是 一 个 群 同 态 ,由 引 理 19.2， 
CCDIM] = >) mmCCCD)LM 1]， 


所 以 只 需 证 明 Vpe M， 
ce) = 1. (19.1) 


由 引 理 7.11, 知 线 从 4(p) 有 亚 纯 截 影 S53 (5) 一 p, 即 是 说 : 
35ET(4(y))35 在 上 有 单 零 点 ,而 且 
$5(q) 0 Ye p. (19.2) 

现在 我 们 对 全 纯 线 从 的 曲率 形式 作 一 个 一 般 性 的 注 记 ， 设 工 为 一 
个 全 纯 线 从 ， 其 瑟 度 量 的 曲率 形式 为 6。 又 设 在 M 的 一 个 开 集 W 
上 , 工具 有 一 个 恒 不 等 于 零 的 全 纯 截 影 5， 命 j $1 为 § 对 于 这 瑟 度 
量 的 模 , 则 有 

在 WW 上, 8 一 561og | sl?. (19.3) 
证 明 如 次 : 用 引 理 11,2 的 记号 ,在 每 个 WN 站 WW 上 , 可 号 ]5]* = 
So3og8s。 由 于 56。 是 全 纯 的 , 故 Blog 5。 一 6log5 二 0。 所 以 在 
WwW.Nw 上 ， 

56log {S|? = HO( 1og go + logS 十 log5) 一 50logg 一 9. 

这 就 证 明了 (19.3). 

现在 赋予 +4(p) 任意 一 个 互 度量 {8。}《( 见 $ 11 例 1 上面 的 习 
题 ), 命 其 曲率 形式 为 @。， 骨 企 用 的 记号 , 设 p EW。,5 如 (19.2)， 
并 设 在 WW。 上 5 = ze。， 其 中 es。 是 4(p) 在 所 。 上 恒 不 等 于 零 的 全 
纯 截 影 ，s 为 W。 上 的 全 纯 函 数 ， 由 (19.2) 知 x 在 ? 上 有 单 零 点 ， 
因此 无 妨 设 z 是 W。 上 的 坐标 函数 , 且 z(p) 一 0。 命 

BCGE) = {rEW,: |z(x)) < 6}. 
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由 (19.2) 知 5 在 M 一 3(5) 恒 不 等 于 零 . 故 有 
1 coco = 于.e 一 卫 上 im 


2x1 2 ai 5-0 J 


一 | dalog j5j: 
2xi M—B(8) 


《用 (19.3) 和 48 一 56) 
一 二 im 8log |5| (sjkes 定理 ) 


1 ，， 
二 in a(logz + log jeo.) 


(Ologz = 0) 


2 xf im| BB(8) 
最 后 一 步 是 因为 log 1e。| 在 B(8) 上 是 一 个 C=” 函数 ,所 以 


Olog?, 


im | Olog |c.| = 0., 
8>0J0B8(8) 


所 以 
hCG = Elim), Elim(2) 1.] 


2 rrfe-0j8B8(6) % 2x1s 

现在 引进 “ 正 线 从 ”的 概念 。 如 果 z 是 黎 受 面 内 的 一 个 坐标 函 
数 , = 一 * 十 为。 则 {x,y} 就 是 WM 的 局 部 实 坐标 函数 .我 们 将 固 
定 这 个 记号 。 如 果 w 是 一 个 C" 形 式 , 称 @ 是 实 的 如 果 用 实 坐标 函 
数 的 微分 {dr, dy} 来 表示 w, 则 其 系数 都 是 实 值 的 函数 。 如 果 
是 一 个 任意 形式 , 则 可 写 9 一 人 十 加， 其 中 四 和 六 是 实 的 。 称 
了 1 为 9 的 实 部 ,为 为 了 的 虚 部 。 这 些 都 是 函数 上 的 概念 的 推广 . 
亦 定义 一 nn 一 ip， 注意, 如 果 7 是 1 形式 , 则 这 个 5 的 定义 与 
引 理 11.4 后 的 定义 是 等 价 的。 用 这 术语 , 便 有 : w 是 实 的 <> 
w 一 56， 如 果 w 是 (1, 1) 型 的 ( 黎 曼 面 上 所 有 2 形式 都 是 (1, 1) 


型 的 ), 则 是 实 的 <> 每 个 局 部 表示 一 /二 4=A45 ) 都 将 池 
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f 是 实 值 函数 。 这 是 因为 于 dz 人 大 一 dx 人 dy 的 缘故 . 
如 果 w 是 (1,1) 型 的 实 形式 ,定义 上 为 正 的 《记号 : wow> 0)， 
如 果 每 个 局 部 表示 o 一 也 过 ds 人 dz ) 都 区 漂 >>0, 显然 在 固定 


一 点 2 上, 如果 % 对 于 一 个 ?的 坐标 函数 有 这 性 质 , 则 ww 对 于 所 有 
P 的 坐标 函数 亦 有 这 人 性质 . 如 果 一 w% 是 正 的 , 则 称 % 是 负 的 〔 记 
号 : o < 过 0). 

例 2. 设 工 为 黎 曼 面 M 的 线 从 ,6 是 工 的 一 个 瑟 度 量 {go} 的 
曲率 形式 ， 如 果 ze 是 局 部 坐标 济 数 , 则 


二 16=- 工 ge (二 dz Adi) 
2xt x Oz0s, 


所 以 (一 ;8 ) 是 实 的 (1, 1) 形式 . 命 K 为 {go} 的 曲率 ( 见 


(11.3)), 则 二 @> 0< 之 曲率 天 > 0 一 个 重要 的 特殊 情况 是 


二 一 7 (全 印加 线 肥 )。 用 $11 的 记号 , 命 {7。) 为 Ts 上 的 一 个 
五 度量 , 命 KK, 为 {7。} 的 Gauss 曲率 . 由 $ 11 例 2， 


一 1 Kore (# - 
了 @ 一 2 Ye (二 dz 人 4 ). (19.4) 
由 这 讨论 可 以 得 到 一 个 结论 . 因为 二 二 日 是 一 个 实 形式 ， 所 
以 如 果 对 是 紧 的 ， 
CCL)MYER, vLe rw. (19.5) 


在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 C(L)[M]e 2Z, VLe 红 . 
定义 19.5， 设 工 为 笋 受 面 M 上 的 线 从 , 称 工 为 正 线 从 《记号 : 
L > 0) 如 果 在 上 有 一 个 态度 量 ,其 曲率 形式 @ 注 足 二 6 >0. 
称 工 为 负 王 丛 (记号 : 工 < 0) 如 果 一 工 > 0. 
由 例 2 ,可 知 工 >0< 所 > 在 工 上 有 一 个 有 正 曲率 的 互 度量 . 特 
殊 情 况 ，T; > 0 人 > M 上 有 一 个 有 正 Gauss 曲率 的 及 度量 ， 
T < 0<> M 有 一 个 有 负 Gauss 曲率 的 态度 量 . 
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这 个 正 线 从 的 定义 依赖 于 某 种 态度 量 的 存在 ,概念 上 比较 复 
杂 . 如 果 M 是 紧 的 ， 我 们 将 找 出 一 个 等 价 而 且 比较 简单 的 定义 
这 就 要 用 到 Hodge 定理 了 ， 首先 对 这 定理 作 一 个 复习 。 设 M 是 
紧 黎 曼 面 , 工 是 WM 上 的 线 从， 固定 一 个 M 上 的 互 度量 G 和 一 个 工 
上 的 五 度量 {8。} (一 (>)， 命 2 为 G 的 体积 形式 ， 如 果 吧 是 一 个 
工 值 的 《人 1, 1) 形式 , 断言 : 
Oe = 0 *0) + i9(* w%), 《19.6) 
其 中 8 是 {8。} 的 曲率 形式 . 证 明 ， 如 果 w 有 局 部 表示 
w = wle (a), 
由 (11.8)， 口 o = (Deos)QeCe) + KwsQela). 但 
*w = welo), KO = i0, 
-而 且 由 (11.8) 前 面 的 第 三 个 公式 , 口 *w 二 《Cjows)e(o)， 所 以 
《19.6) 得 证 . 
现在 考虑 Hodge 定理 的 一 个 特殊 情况 《 见 $ 11， 也 请 参阅 
14 中 的 较 精确 的 Hodge 定理 阐述 )， 就 是 设 Hodge 定理 中 的 线 
从 工 为 平凡 线 从 中， 所 以 《11.10) 就 给 出 一 个 普通 形式 的 正 交 和 
分 解 
4 一 9 引 口 C4， (19.7) 
其 中 4 表示 所 有 C" 形式 ,9 表示 所 有 调和 形式 
(D4 = 0, Vh€®), 
而 且 (9, 口 G4) 一 0 (参阅 定理 11.8 后 的 讨论 )。 因为 L = 0， 
所 以 无 论 什 么 STN {WwW} ， 所 有 连接 函数 fs 三 1， 因此 可 取 工 上 
的 HH 度量 {8。} 使 g。 三 1 Ya。 所 以 所 有 的 联络 形式 b。 兰 0, 故 曲 
率 K 三 0， 曲 率 形式 8 过 0. 同时 尺 一 89, 所 以 ?3 一 一 #8xy . 
这 时 如 果 % 是 普通 的 (1, 1) 形式 ,而 且 将 % 写成 w= 8, 其 中 到 
是 一 个 M 上 的 C” 函数 , 则 (19.6) 列 涵 
Do = (DQ. 
所 以 口 o 一 0<> 口 | 一 0，< 人 下 一 0( 引 理 11.7)，< 和 > 了 是 M 
上 的 全 纯 函 数 ($ 2),<>f 是 常数 (因为 M 是 紧 的 , 见 引 理 411 下 
面 之 (27)。 所 以 (19.7) 中 的 多 只 是 8 的 常 值 倍数 , 即 
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$= {50:s€C). (19.8) 
引 理 19.6， 设 M 为 紧 歼 受 面 ，9 为 实 的 〈1，1) 形式 而 且 
fp 一 0, 则 在 MX 上 有 实 值 的 函数 4 使 p 一 53 Ci) 
系 ， 设 9 为 M 上 的 (1, 1) 形式 , 则 1 9 一 0 <> w 是 恰当 形 
式 . 
系 的 证 明 ， 由 Stokes 定理 , 一 好 = 人 > | 9 一 0. 反之 ,如 
果 9 满足 | 9 一 0， 先 假设 9 是 实 的 ， 由 引 理 19.6, p 一 59 
因为 一 0。g9 一 d08(zAD))。 如 果 ? 不 是 实 的 , 命 p= pl 十 z92， 
pn 四 是 实 的 , 由 | ,9 一 0,| ,91 一 | 一 0， 因此 有 1 形式 
Yn 71 使 gi 一 dri, i 一 1,2. 所 以 中 一 d(71 十 272)。 
现在 我 们 可 以 给 引 理 19.3 的 证 明 。 易 于 验证 [M ] 是 一 个 湾 同 
态 ， 因 为 如 果 2 是 M 上 一 个 太 度 量 的 体积 形式 ,由 定义 知 2 > 0 
( 见 $ 11 例 2), 故 | .9 一 o> 0， 因此 如 果 +e R, 则 
Gaojon-， 
现 证 [M ] 是 单 的 。 设 w[LM] = 0. 由 引 理 19.8 的 系 , 9 一 47 故 
， 的 同调 类 等 于 0， 证 毕 . 
引 理 19.6 的 证 明 ， 首 先 证 明 上 9 (对 于 〔,))， 由 (19.8)， 


只 需 证 明 (yq, 8) 一 0。 由 (11.7) 的 定义 ( 现 有 LL 一 O, 故 (11.7) 
简化 ): 
(gq,0) 一 | 炒 避 一 | 炒 晤 一 | 一 0， 
故 p 了 59. 由 《19.7) 的 正 交 性 质 ，pe 口 G4。 即 是 说 ;有 
qo€ 4439 一 口 Cpo。 
因为 G 是 保 型 的 , 故 Gm 是 (1, 1) 型 , 命 为 pl， 即 一 口 %。 因 
为 591 一 0 (M 没有 (1, 2) 型 的 形式 )， 
p= Dp= 699p = — Hx*O*q 
(在 上 面 已 指出 上 二 0 一 >9 呈 一 *0*)， 命 三 六 q'，»《 是 汕 
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数 . 由 于 Ok 是 (1， 0) 型 ， 米 上 0 = — i10k ( 见 $11 中 二 的 定义 )， 
因此 有 9 一 59(iA)， 现 在 我 们 用 9 是 实 形式 的 假设 ， 命 二 4 十 
让 大 和 大 是 实 函 数 。 故 由 58 一 一 85, 得 

9 一 50(i14) 一 561， 

¥ = 50(0i4) + 581 
由 q 二, 两 边 相 加 立 得 p 一 69004).] 

下 面 的 引 理 说 明 , 假 如 M 是 紧 的 , 则 定义 19.5 其 实 不 依赖 于 工 
的 妃 度 量 .请 注意 ,如 果 @ 是 工 上 任意 一 个 互 度量 的 曲率 形式 , 则 在 
例 19:6 中 我 们 已 证 明 3 8 一定 是 实 的 . 所 以 如 果 = + 
56f, 其 中 f 是 M 上 的 实 函数 , 则 虽然 和 二 -8 都 属于 C(Z)， 
不 可 能 用 一 二 使 罗 是 上 一 个 有 度量 的 曲率 形式 ,因为 
这 个 不 是 实 的 。 下 面 的 引 理 说 明 实 性 是 $ 唯 一 需要 满足 的 条 
件 . 

引 理 19.7， 设 M 为 紧 黎 曼 面 , 工 为 M 上 的 线 丛 ,由 为 上 同调 类 
C(L) 内 的 一 个 实 的 (1, 1) 形式 , 则 由 一 3 和 ， 其 中 到 为 二 上 
一 个 五 度量 的 曲率 形式 . 

证 . 设 {g,} 为 LC 上 任意 一 个 万 度量 ,6 为 {8。} 的 曲率 形式 ， 
因为 和 二 二 者 属于 同一 个 同调 奖 CCL), 办 一 (了 8) 是 
一 个 实 的 (1 ，1) 型 恰当 形式 (参阅 (9.18))， 由 引 理 19.6， 有 
6 :NM 一 民 使 1 

j= (=+e) + 860), 
命 1 一 exp (2xh)， 则 有 
1 —1 
一 {50logg + 501ogf} 


二! 58log (fp.). 
2 Ai 
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因为 了 > 0, 由 引 理 11.2 立 可 验证 {fgs} 亦 是 上 上 的 五 度量 .所 以 
到 二 661og (fg。) 就 是 这 度量 的 曲率 形式 .] 

如 果 M 是 紧 的 话 ， 下 面 这 引 理 就 给 定义 19.5 一 个 完满 的 解 
析 . 

引 理 19.8， 设 工 是 紧 黎 曼 面 M 上 的 线 从 ， 则 下 列 各 条 件 都 是 
等 价 的 : 

(a) 工 二 10， 

(b) C(L) 内 有 一 个 正 的 (1, 1) 形式 ， 

(c) 如 果 @ 是 M 上 一 个 妃 度 量 的 体积 形式 ， 则 有 正 数 S 使 
SG@ecC(L)。 

(d) CC(EL)LM]>0( 由 (19.5)，C(CC)EM ] 是 实 的 )， 

证 ， 我 们 将 证 明 (2) 二 (4) 二 (0)>(26)>(4)。 (a) 之 (4d) 是 
立 可 从 定义 19.5 和 CCL)LM] 的 定义 导出 的 . 


(gd)>(e), 设 CCDIM] 一 0， 命 s 一 |.2， 则 zy 之 0 


亦 成 立 ， 定 义 S= 1/v, 则 [5S8][M] = 二 +， 由 引 理 19.3， [S98] 一 
cL). 

(c) 之 (6) 是 显然 的 ,因为 2&>0( 见 $11 例 2 中 加 的 定义 )， 

(6) 二 (a) 可 立 从 引 理 19.7 导出 .] 

系 19.1. 如 果 DE 卿 ,D 之 0 且 D 六 0， 则 2(D) > 0. 

证 ，Gauss-Bonnet 定理 列 涵 CCCD))[M] 一 deg 刀 >0， 故 
可 用 引 理 19.8 的 (4).] 

系 19.2. 如果 M 的 亏 格 g 一 1， 则 M 有 一 个 Gauss 曲率 恒 等 
于 0 的 妞 度量 。 如 果 g > 1， 则 M 有 一 个 Gauss 曲率 恒 为 负 值 的 
五 度量 . 

证 . 由 例 1，C(7s) [MI 一 XCM) 一 2 一 28。 如 8 一 1 
C(TW)[M] 一 0。 由 引 理 19.3， CCT，) 一 0， 所 以 如 果 9 是 恒 等 
于 0 的 (1;,1) 形 式 ， pe CC(T，). 由 引 理 19.7。7T* 具有 一 个 曲率 
形式 恒 等 于 0 的 态度 量 ， 如 果 g > 1，C(C7)LM1 < 0， 应 用 引 
理 19.8 (d) 于 (一 7，) 就 得 到 Ti 过 0。 由 定义 19.5 和 例 2， 
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立 得 这 个 系 .] 

最 后 我 们 应 该 指出 系 19.1 的 逆 是 不 成 立 的 。 即 是 说 4(D)> 
0 并 不 蕴涵 D 0， 因 为 是 在 因子 类 群 多 上 定义 ， 因 此 我 们 要 
仔细 的 将 这 断言 重 述 一 次 : De 多 ，7(D) > 0 并 不 一 定理 遂 有 
D' < D (定义 5.2) 使 D' 之 0. 在 这 里 我 们 只 大 概 说 明 这 个 反例 
的 构造 ， 在 引 理 6.2 下 面 我 们 已 提 到 大 部 分 紧 歼 曼 面 M 都 具有 这 
个 性 质 ， Vp € M，dimi(2p) 二 1. 更 广义 的 ,如 果 M 的 亏 格 g 之 
3, 则 一 般 来 说 ， 全 何在 区 让 帘 阁 后 生 全 人 人 
紧 魏 曼 面 M， 取 任意 三 点 Pi» Pi» Ps. 定义 因子 D = 1+ pp ps. 
da(D) 一 1>0, 故 1(D)>0( 引 理 19.8 和 Gauss-Bonnet 定理 ). 
现 断 言 不 可 能 存在 D' 使 D' 宇 0 和 D’' 详 D， 若 然 , 由 忆 兰 也 ， 
人 一 1， 又 由 D’ 之 0, 有 也 一 六 ， 名 上 EM。 因此, 庆 十 户 一 

一 久 。 等 价 的 说 法 就 是 : 在 M 上 存在 亚 纯 孜 数 了 使 ( 旋 一 户 十 

一 (ps 十 加)。 所 以 f 在 M 上 只 有 两 个 极点 ps、 Ps。 这 是 不 可 能 
的 

事实 上 ,在 任何 一 个 亏 格 大 于 1 的 紧 黎 曼 面 M 上 ,大 部 分 "次 
数 大 于 零 的 因子 都 不 可 能 线性 等 价 于 一 个 有 效 因子 的 。 这 个 断言 
的 精确 意义 和 证 明 有 束 于 所 谓 M 的 Picard 繁 Hi(M ,R)/H'(M ,2) 
的 较 深 入 的 讨论 . 这 是 超过 本 书 的 范围 了 . 


$20 人 旧地 重 游 


在 这 节 中 我 们 用 陈 类 和 层 论 的 术语 来 重新 证 明定 理 18.1、 
18.3 和 18.7。 这 数 个 新 的 证 明 , 对 于 了 解 这 些 定理 在 高 维 时 的 推 
广 , 是 会 有 帮助 的 。 要 请 读者 留意 的 是 在 $ 18 中 我 们 用 定理 18.1 
(BD 一 ) 来 证 明定 理 18.3《 消 没 定理 )， 但 在 这 节 中 ,我 们 将 先 
用 Hodge 定理 来 证 明 消 没 定理 ,然后 用 消 设 定理 来 证 明 杀 = 
与 及 投影 嵌 人 定理 〈 定 理 18.7)， 在 概念 上 这 方法 不 但 比较 自然 ， 
而 且 也 对 这 三 个 定理 之 间 的 密切 关系 有 较 好 的 说 明 ， 
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应 该 青 强调 的 是 ,上 一 节 和 这 一 节 的 所 有 证 明 ,都 是 不 依赖 于 
定理 18.1、18.3 和 18.7 的 . 

定理 20.1《 消 没 定理 ). 设 M 为 紧 黎 曼 面 ，L&€ 5S. (a) 如 果 
L>>0 则 HM, 2(L)) 一 0.(b) 如 果 工 一 7T* > 0(7X 是 M 的 
全 纯 余 切 从 ), 则 Hi(M , 8(L)) 一 0， 

证 . (a) 赋 于 M 任 意 一 个 五 度量 G,， 命 Q 为 G 的 体积 形式 . 
因为 L > 0, 由 引 理 19.8,， 有 SE R,S>>0 使 SQe CCL)， 由 引 
理 19.7, 工 具有 一 个 电 度 量 {g.} 使 其 曲率 形式 @ 满 足 。、 

二 16 -= 50. (20.1) 


2 zz 


由 G 及 {go} 可 定义 工 值 的 调和 形式 。 由 定理 11.8， 要 证 明 
H'(M ,， 8"《(L)) = 0 则 只 须 证 明 任 何 工 值 C1, 1) 型 调和 形式 @ 必 
等 于 0。 由 (19.6) 及 (20.1)， 
0 = ODo = 0 *w) + 2x50(*w) 
= QO{(D*w) + 2x5(*w))}, 

故 口 *w 十 2x5w 一 0。 因此 如 果 (,) 记 4CL) 上 的 内 积 ， 

0= (Dx*wt2x5*w,*w) 

= (OD*@,*w) + 2xS(*w,*w) 
= (dO*w,Oxkw)+ (9%*w,* wo) 十 2x5( kw, * ow). 

由 于 每 一 项 者 是非 负数 ， 所 以 唯一 的 可 能 是 每 项 等 于 0, 特别 是 
2xS(*wm,X*w)= 0, 但 S>0), 故 (水 o 关 wh) 一 0 之 六 只 一 0， 
之 0 一 0(《 见 (11.5))。 

(b) 设 工 一 蕊 盖 0. 由 (18.3)， 

QOL) = (TE 一 7T# 十 了 了) 一 OIL T#). 

所 以 用 这 定理 的 (a) 部 分 ,， HI(M, 2(L)) 一 HI(M, QL 一 
T#)) = 0.] 

定理 20.2， 在 一 个 紧 笋 曼 面 M 上 ， /1“' 儿 一 经 是 一 个 群 同 
构 ， 

证 . 由 引 理 7.7, 已 知 4 是 一 个 单 同 态 ， 现 在 要 证 明 2 是 满 
的 , 设 L€E ,和 需 找 Do 多 使 2D,) 一 L， 命 黎 曼 面 M 的 亏 格 
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为 g;, 出 (19.5), CCL)JTM]6 尺 , 故 可 取 一 充分 大 的 整数 ” 使 "> 
2g8 一 2 一 CC(L)[M]1, 命 二 上 十 4(np), 其 中 Pp 是 M 上 一 点 ， 
现 有 

CLD— TIMI~ COIMI+n— (2g— 2)> 10, 
其 中 用 了 引 理 19.2， 定 理 19.4 与 $18 例 1， 根据 引 理 19.8,. 
一 7T#>> 0， 由 定理 20.1(b)，H'(M，Q(L)) 一 0. 由 引 理 
9.5，dimT( 工 十 4《(n 十 1)p)) >>0， 所 以 引 理 7.12 强 涵 存 在 
De 饭 使 (DJ) 一 上 】 

由 定理 20.2 和 定理 19.4, 立 可 导出 下 面 的 系 . 

系 20.1, 在 紧 黎 曼 面 MY 上 , CC(L)[M]€EZ vLe 2. 

我 们 现在 可 以 说 Gauss-Bonnet 定理 (定理 19.4) 是 有 双重 意义 
的 ， 一 方面 它 说 明 陈 类 的 整数 性 integrality 〈 用 同调 类 的 术语 , 即 
是 说 C(L)E HA(M , Z))。 另 一 方面 它 给 因 于 的 次 数 一 个 新 的 
解释 . 

现在 我 们 有 充分 的 工具 将 RRIII 用 新 的 术语 来 表达 . 设 M 为 
紧 黎 曼 面 , De 四 ,RRII ($ 12) 的 公式 是 ， 

XD)) = dD) + XM), 
其 中 X(%(D)) 的 定义 是 
XD)) = 之 (—1)’'dimH'(M ,902(D777。 
由 Gauss-Bonnet 定理 ， 
<(D) 一 COCD))EM]. 


根据 一 般 的 记号 对 的 陈 类 C(74) 普通 是 记 为 CCM)， 故 由 例 
19.5， 


Xi(M) 一 1 一 一 CCOM)LM]. 
现 用 定理 20.2, M 上 每 线 从 都 可 写成 X(D)， 因 此 总 结 这 讨论 ， 
RRII 变 成 

xCL) ={c() + C0}, (20.2) 
YLe ,下 一 步 就 村 用 Hirzebruch 的 办 法 ， 引 进 形式 代数 ， 命 


ee 2i2. 


*，》 为 两 个 未 定 元 .定义 


rx? 
人 1+ 二 十 


用 形式 运算 ， 可 得 


一 - 2 了 
er + 


ce >”C— 


如 果 用 M 的 上 同调 类 代入 * 和 ?而 且 月 (9.18) 把 上 同调 类 看 
成 闭 的 形式 , 则 (20.3) 右边 的 积 便 定 义 为 形式 之 间 的 外 积 . 这 
样 (20.3) 的 左边 便 变 成 一 个 M 上 的 上 同调 类 ， 例 : 如 xz 一 CCL)， 


ye CCM)， 则 (于 + 亏 十 扎 ) 就 是 一 个 四 次 的 形式 , 故 等 于 0， 
辣 至，(20.3) 有 边 所 有 次 数 更 高 的 项 都 等于 0， 所 以 
eM 1 + (CC + EM)). 


ec M) _. 


加 果品 是 个 的 上 同 滑 关 (0 闭 的 形式 )。 可 扩充 束 全 赤 
的 定义 为 
0 如 9 的 次 数 守 2， 
ro0 -| 
[wp 如 ?的 次 数 为 2. 


这 样 (20. 2) 显然 等 价 于 下 面 这 定理 . 
RRIV. 设 M 为 紧 黎 曼 面 , 工 为 M 上 的 线 从 , 则 有 


x(L) 一 cc(L) 。 = [Mf ], 


按 。 这 定理 与 RRE 5 只 有 形 全 上 的 分 别 ， 但 这 个 RR 定理 的 
形式 却 是 可 以 直接 推广 到 任何 高 维 紧 复 流 形 的 .ce 就 是 所 谓 工 
的 陈 氏 特 征 标 Chern character， 记 号 为 Ch(L). 


— CC(M) 
gc6o0 一 】 
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是 所 谓 M 的 Todd 类 ,记号 为 了 TCM)7。 所 以 RRIV 又 可 写成 : 
XL) = ChCL): T(M)IM]. (20.5) 
将 ChCL) 和 TCM) 的 定义 适当 地 推广 到 高 维 的 MM 后 ,定义 XC(L) 
如 上 , 则 (20.4) 依然 成 立 。 这 就 是 有 名 的 Hirzebruch-Riecmann-Roch 
定理 20.3〈 投 影 嵌 和 定理)， 设 对 为 亏 格 等 于 & 的 紧 黎 曼 面 ， 
则 有 全 纯 戏 人 9 : M 一 PeiC. 
证 . 取 pe M， 并 定义 工 一 4((2g 十 1Dp)， 由 (18.2) 及 
《18.5)， 
dmr(L) 三 dmRo(M ，Q(L)) = dimi((2g 二 1)p) 一 zz 十 2 
命 {加 ,heti) 为 了 ( 工 ) 的 一 个 基 。 取 工 的 任意 一 个 STN 
{WW}, 在 每 个 W。 上 有 一 个 恒 不 取 人 9 的 全 纯 截 影 (0) 宇 
gz:(0，1)〔 见 定义 7.1)。 如果 gf M, 设 g€ Ws。 则 可 表示 
hg) 一 hia(q)e (a), 其 中 hi : Ws。—>CVi=~=0,'.,g 十 1 是 全 
纯 函 数 。 定义 9 : M 一 PenC, 
gp(g) = [haCq), 3 horne(q)]. 
如 果 至 少 有 一 个 和 (gq) 关 0， 则 右边 定义 了 PenC 内 的 一 点 。 而 
且 如 果 9 亦 在 WW; 内 , 则 如 ic 大 一 Agwi， 其 中 月 是 工 的 连接 函数 ， 
故 有 
[hoa(q), °° hotupCq)] 
-ms [fC4) hcg) ”9 fi(q) hruelq)] 
w= [hoalq),***, herralg)], 
所 以 9 的 定义 合理 。 只 需 证 明 Yq, 至 少 有 一 个 hXKq) 失 9. 由 引 
理 12.1 之 《27, 有 层 的 短 正 合 序列 
0->9(L 一 MI)) > 0(L)—>5,— 0. (20.6) 
由 定理 19.4 及 $18 例 1 和 引 理 19.2， 有 
CC 一 29) 一 TiLM] 一 (2g 二 ID 一 1 一 (28 一 2) 
一 2 过 0. 
故 由 引 理 19.8 及 定理 20.1 (b), HI'(M, 8(L 一 XA9))) ~ 0, 由 
引 理 9.4， 得 群 正 合 序 列 


。214。 


0 ->T(CL 一 (9)) >T(L) E>T(Ss) — 0. 
根据 # 的 定义 ( 见 引 理 9.5 的 证 明 ), 如 果 5S ET(L),*(5) = 5(q). 
现 有 T(S;) 兰 C, 我 们 把 T(S,) 与 C 认同 . 故 有 
So€ T(Z) 3 SoCq) 一 (so) 一 1 
这 就 草 涵 至少 有 一 个 态 3 4i(9) 关 0, 因为 相反 的 话 , 所 有 六 (9) 一 
0 Vi。 但 由 于 { 寻 是 T(Z) 的 基 ; 有 aeC3aSs 一 人 ah 


i 


-> So(4) 一 2 ahi(g) 一 0. 


这 与 5.(q) 一 1 矛盾 .所 以 9 的 定义 是 合理 的 ， 由 定义 ,9 显然 
是 全 纯 映 照 ， 

[在 这 里 我 们 请 读者 注意 两 件 事 : 第 一 ， 上 面 这 个 推论 ( 即 由 
短 正 合 序列 (20.5) 和 消 没 定理 去 证 明 T( 忆 7 内 有 充分 多 的 元 素 )， 
在 下 面 还 要 用 两 三 次 。 以 后 就 会 说 得 简略 一 点 了 . 其次， 这 个 
的 定义 与 (18.4) 的 定义 基本 上 是 一 样 的 ， 所 以 下 面 我 们 会 应 用 引 
理 18.8 一 18.10 于 9 上 .] 

现在 证 明 9 是 单 映照 , 设 49、q EM,4 夺 9. 命 

Li=L—ig), DL—L— +gq). 
同 理 得 证 
CLi— TI)MI=2>0, 
CLi— TH)IM]=1>0. 
故 Hi(M, 8(2D)) = HI(M, Q(L2)) = 0. 因此 由 短 正 合 序 列 
0 > OL)——>0(L)—>5, — 10, 
0 > 0) > 0(L) > S57 —0, 
得 正 合 序列 
0 一 TCD 一 TGL) 一 =TCS) 一 0， 
0 -TCD > TCLD- 二 TGSv) -0. 
我 们 把 TCLD 和 Ker x 认同 ,把 T(L2) 和 Ker x 认同 . 现 移 取 T(L) 
的 一 个 基 {fo,* “ss fen}, 使 
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x(f) = fo(q) < 0， 
{fi, ”9 fen} CT(L), 
x (1) = f(9) 0, 
{fo fon} CTCL2). 
注意 : Vi 之 1, fj(9) 一 xf) 二 0. 同 理 Vi 之 2， 
fi(q) = x(f) = 0. 
由 于 T(S,) 兰 C 兰 TCSs)， 故 有 
dimT(L)=1+ dmT(L) = 1+ (+ dmar(L,)). 
所 以 这 个 基 的 选择 是 有 可 能 的 ， 
现在 我 们 用 { 思 - ”" ,jrj 来 定义 一 个 全 纯 映 照 F: MPinC, 
F 的 定义 与 9 一 样 , 只 是 用 {f;} 来 代替 {4,}。 由 {人 则 的 定义 ， 
F(g) = [1,0,0,...,0], 
Fl(g)=[*,1,0,...,0]. 
所 以 F(q) < F(qg)， 由 引 理 18,10, yp(9) 关 q(q)。 所 以 ?是 单 
的 . 
现 设 9e M. 要 证 4 是 Pp 的 非 奇异 点 《定义 18.4), 命 志 一 
L 一 4(q9),，Li 一 上 一 4(2g). 同 理 可 得 正 合 序列 
0 一 TCD >IT(L)—>5, 一 0， 
0->T(LD) TOLD 二 >S, -> 0， 
注意 , (ZL) = {SET(L):; (5)— 4 过 0}, TCL,) = {SETCL): 
(5) 一 29 之 0} 《 见 引 理 9.5 的 证 明 )。 所 以 如 果 feET(L1) 而 且 
xz 有 门 关 0， 则 fTCL) 三 Kerx ,所 以 1 在 9 上 只 能 有 单 寒 点 . 
现 选 取 TCL) 的 一 个 基 {fo “ys feri} 使 
x(h) 一 fo(q) < 0， 
{f1,***， fen} CT(L), 
x (fi) x 0。 
。 {fa fon} ETCL). 
和 上 面 一 样 , 用 { 加 ，……， fer} 定义 一 个 全 纯 肌 照 F : M 一 
PC， 如果 在 9 点 上 将 下 写成 下 一 [Fo …'FehlP 是 4 点 上 . 
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全 纯 的 函数 ), 则 Fo(q) 关 0 (对 应 jg) 关 0) 而 且 F, 在 9 上 有 单 
零点 (对 应 x(f) 关 0). 由 引 理 18.8, 9 是 的 非 奇异 点 。 届 用 
引 理 18.10， 则 4 亦 是 9 的 非 奇 异 点 ， 所 以 FP 是 一 个 全 纯 嵌 入 .] 


$ 21 歼 曼 面 与 平面 曲线 


这 节 的 主要 目的 是 证 明定 理 21.1 和 证 明 任 何 一 个 笋 曼 面 都 可 
以 全 纯 拒 和 P;C. 

定理 21.1， 设 M 为 紧 黎 曼 面 ， 则 有 平面 曲线 M* 和 有 全 纯 陕 
照 p : M 一 PC 使 pCM) 一 M*, 而 且 在 M 上 存在 一 个 有 限 点 集 
4 使 |M 一 4 是 一 个 全 纯 钳 入 . 

这 个 证 明 是 构造 性 的 。 我们 将 直接 从 M 构造 M*。 首先 温习 
一 下 $6 里 面 (IX) 的 内 容 ， 命 咏 为 M 的 亚 纯 丽 数 域 , 又 命 z : M 
一 5 为 M 上 一 个 有 # 个 极点 的 亚 纯 函 数 (x > 0， 且 极点 的 重 数 
计算 在 内 ), 则 有 je 对 使 喷 一 C(z, 有 ), 且 [ 纹 :C(z)] 一 n. 命 
f 对 于 C(z) 的 极 小 多 项 式 为 2. 故 有 0(*, y)E Clx)[y1, 使 

28(z, 力 二 大 十 Ts)j 一 十 十 ra(z) 一 0， 

ri(z) ECC2) Vi=1,...,n. (21.1) 
因为 每 个 r(x) 是 x 的 有 理 函 数 , 故 可 通 分 母 而 得 到 P(x, y)€ 
C [x,y], 

px, y) = Sx)y" + Sr)y"! + .+ Sal#) 

Si(x) = r(x)So(x) Vi= 1,.'',n. 

Si(z) —= CIlx] Vi= 1,..:,n, 

{5oCx) ，,………， Sa《x)} 是 互 素 的 . (21.2) 
所 以 P(x,y) 也 满足 

Plz,f) = Sz)P + Sf 十 十 So(z) = 0. (213) 
式 忆 (mw ,xy) 为 

Pw, xy》) 一 wrP(z/w。y/w)， 
其 中 m 一 P(x,y) 的 次 数 ， 注 意 : 已 是 一 个 m 次 的 齐 次 多 项 式 ， 
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而 且 
Poll, x*,y) =— P(x, y), 

今 在 PC 上 有 开 集 UV 一 {[1， 21y 22] 221€ C， 22 Cc}. 定义 
M+ = {[1, x, y]} € PC : P(x,y) = 0}, 
M*={[w, xr, y] EPC :Pw,r,y) = 0}. 

由 定义 ，M* 是 一 个 平面 曲线 ,而 且 
Mr = M*NU,. 

如 果 ECPC, 用 CLIE 来 记 E 的 闭 包 . 现 断 言 : 

CIM¢ = M* (21.4) 

《这 是 需要 证 明 的 ,因为 如 果 P,(w,x,y) 一 w(x 十 7), 则 容易 验 

证 《21.4) 不 成 立 .》。 首 先 注 意 ; Pw, x,y) 在 PC 内 是 没有 孤 

立 零点 的 .因为 如 果 PCw ro yD) 一 0， 设 二 关 0. 由 的 齐 

性 ，PoCwi/x1，1, /x1) 一 0。 定义 R(w, y) =—P(w, 1, y), 

则 ROw /x 和 /za 一 0, 而 且 在 [wfxis 1, yi/x1] 充分 小 的 邻 域 

内 , P, 的 零点 与 的 零点 是 一 一 对 应 的 。 RCw ,y) 是 一 个 代数 下 

数 , 所 以 由 代数 函数 的 基本 性 质 , R 是 没有 孤立 零点 的 《这 相当 于 

一 个 多 项 式 p(y) 的 根 对 其 系数 的 连续 依赖 性 7， 所 以 如 也 没有 孤 

立 零点 [wy xi 如]。 其 次 和 注意: M 一 U, 一 M* 一 MY 只 有 有 

限 数 点 。 若 不 然则 Po(0, x,y) 二 0 Vr、y EC,， 过 w 是 PCw，x， 

y) 的 一 个 因子 .但 由 P, 的 定义 可 直接 验证 这 是 不 可 能 的 . 现在 

假设 9€ M* 一 M#。 取 一 个 4 的 充分 小 的 邻 域 WW 使 不 包含 

M* 一 M* 内 其 它 的 点 ，4 是 的 零点 ， 故 有 P 的 其 它 零点 4;， 

qi《W， 使 9;1 一 49， 由 TW 的 定义 ，Vi，qi&M* 一 M#。 即 是 说 

91《 Mtz。 所 以 9 是 MY 的 聚 点 ， 因 而 (21.4) 得 证 . 

我 们 可 以 对 以 上 作 一 直观 解释 . 将 C ?与 0 认同 , 则 M3 一 
{x,y) EC? :P(x, y) = 0}。， 因 此 M* 就 是 Mr 在 无 穷 远 加 上 
有 限 数 点 后 所 得 的 平面 曲线 . 

这 个 M* 就 是 定理 21.1 所 指 的 平面 曲线 ， 在 证 明 这 定理 之 前 
需 证 下 列 两 个 引 理 . 

引 理 21.2， 设 > 和/ 如 上 ,又 设 4 为、f 的 极点 和 zz、 好 的 
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堆 点 的 并 , 则 在 M 一 4 上 任意 不 同 的 两 点 , * 翅 了 取 判 别 的 值 ， 

证 , 命 p、49 《 M 一 4,p 半 9, 要 证 明 不 可 能 有 zx(p) 一 z(9) 
和 Hp) = 1(q9)， 假 如 这 两 个 等 式 成 立 , 命 46 观 ， 要 证 h(p) 一 
(9). 由 于 驻 一 C(z, 力 ,有 多 项 式 a(x,y) 和 p(x,y) ECIx， 
7 使 h = 二 alz, 有 /B(x, 有， 由 假设 ,，p、q*XA，, 所 以 #* 和 f 在 P 
和 9 上 的 重 数 ( 定 义 4.5) 都 等 于 1, 而且 {jf(p),f(9), zp),2(q)} 
EEC. 所 以 

oz(p). 1(p)) oz(q), 109)) 
《人 一 pe Co ™ palq), Hay) “oY 

即 是 说 哎 内 所 有 的 4 都 满足 4(p) 一 h(g)， 这 就 违反 $5 中 VD 
的 系 2. 

习题 ， 上面 h(p) 一 h(q) 的 证 明 表 面 上 似乎 不 需要 假设 z 
和 f 在 fp 和 9 上 的 重 数 都 等 于 1。， 请 解释 为 什么 这 假设 是 必要 
的 .《 提示; 考虑 如 下 情况. M = CU{wo} 二 5, pp 一 0，9 一 上 - 
sw) = ww — 1), fm) = ww — 1), b= 2/f.) 

引 理 21.3。 记 号 如 引 理 21.2, 命 8 二 zxz(4)CS， 如 果 eeC 一 
B, xc) 二 {p…， ”? pr} 则 {fCp),***, fCp.)} 是 判别 的 ， 而 
且 是 P(ec,y) 一 0 的 所 有 的 根 ， 

证 .因为 2(pi) 一 Wi, 所 以 由 (21.3), 

P(e, 1(p0)) 一 P(s， PD 一 0. 

即 是 说 ,每 个 f(p;) 都 是 Ple, 7 == 0 的 根 。 由 (21.2》、 Re, y) 是 
一 个 次 数 之 + 的 ?的 多 项 式 ， 所 以 要 证 明 {J(p,),*…*, (ps)} 是 
它 的 所 有 的 根 则 只 需 证 明 {1(p0)，……, fCp。)} 是 = 个 判别 的 复数 ， 
由 假设 , zs(p) 一 … 一 z(po) 一 <， 而 且 pEM~ A Yi. 所 以 
引 理 21.2 将 涵 jp 1(2;) Vixei.】 

定理 21.1 的 证 明 . 设 对 一 C(x ,用 如 上 ,并且 沿用 上 面 的 一 

场 的 记号 . 

| 因为 1, , / 都 是 M 上 的 亚 纯 函数 ， 有 全 纯 映 照 (1 : s ;7 : 
M > BC ( 见 (18:4) 的 定义 ). 命 (1 : z :用 为 g. 命 41 为 引 理 
21.2 中 所 定义 的 集合 。4 是 村 的 有 限 子 集 (9 4), 而 且 Vp EM 一 
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A, plp) 一 [1,z(p)， 帮 po 人 (p) 0. 由 引 | 理 18.9, plM—4 
是 一 个 全 纯 漫 和 信 ， 由 引 理 21.2, gM 一 4 是 一 个 全 纯 典 入 ， 现 
在 只 剩 下 gCM)=M* 的 证 明 。 由 上 面 M” 和 Mr 的 定义 , pCM 一 
A4)CM*CM*. 由 于 M 一 4 的 闭 包 是 M ,而且 M* 是 PzC 内 的 
闭 集 , FP 的 连续 性 蕴涵 pCM)CM*。， 定义 M? 内 一 个 子 集 E 三 
{[1, xz,y] : x€ 8B，P(x,y) 一 0}， 其 中 8 是 引 理 21.3 中 所 定义 
的 有 限 集 . 设 [1, xo, yo]€ M?# 一 ,所 以 meC 一 838: 由 引 理 
21.3, 命 21(x0) 一 {pj 则 (2 jp。)} 是 > 的 多 项 
式 P(xo, y) 所 有 的 根 . 但 [1, xo, yo] € M+=>P(%o, ye) 一 0， 改 
各 亦 是 P(x。,y) 的 一 个 根 。 所 以 有 i 1 委 ; 委 2， 使 yy 一 fp). 
即 是 说 ，[1, zy] 一 [1,s(p)， 帮 pb)] 二 (pi)。 由 8 的 定义 ， 
pi& M 一 4。 故 得 
pM — ADM —E. (21.5) 
由 《21.4) 的 推论 ,E 内 每 点 都 是 MY 的 聚 点 。 所 以 用 (21.4) 便 导 
出 clCUNz 一 EE) 一 c1MY 二 M*。 另 一 方面 M 是 紧 的 , 故 p(M) 
是 PC 的 闭 子 集 . 由 于 M 一 4 的 闭 包 就 是 M ， 
gp(M) 一 clp(M — A)DeAMY ~ B)= M*. 

所 以 op(M) = M*.] 

现在 可 以 给 定理 1.2 一 个 证 明 概要 . 设 M* 为 BC 内 一 个 平 
面 曲 线 。 设 M* 为 Plw,x,y) 的 所 有 零点 , P 为 一 个 齐 次 多 项 
式 ， 首 洗 假 设 P 是 不 可 约 的 . 命 P(x, y) 三 P(1, x，y)， 所 以 
P(x, y) 是 一 个 不 可 约 的 代数 函数 ， 命 M 为 P(x, y) 的 黎 曼 面 , 又 
命 *: M 一 5 为 M 到 黎 曼 球面 的 自然 投影 〈 参 阅 定 理 6.6 的 证 明 
概要 和 :5 10 末尾 的 讨论 》。 如 果 将 (21.2) 用 来 作 P(*, y) 的 表示 
式 , 则 在 M 上 有 一 个 亚 纯 函数 f 使 PCz, 力 三 0《 这 时 把 x 看 作 M 
上 的 亚 纯 函 数 , 所 以 P(z, 有 ) 也 是 M 上 的 亚 纯 函 数 )， 到 了 这 地 步 ， 
显然 只 需 将 定理 21.1 的 证 明 搬 过 来 , 便 可 导出 一 个 全 纯 映 照 p 二 
(1:z: 有 让:M 一 BC 使 p(M) 一 M*， 而 且 有 一 个 M 内 的 有 限 
子 集 4, 使 p|M 一 4 为 一 个 全 纯 嵌 人 ， 

如 果 PCw，x，y) 是 可 约 的 ， 则 由 因子 分 解 得 Po 二 R,* 
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PR Rx， 其 中 每 个 Rw, x*,y) 都 是 不 可 约 的 齐 次 多 项 式 ，; 一 
1,…,， 命 MF 为 R; 在 PC 中 的 所 有 等 点 ; 则 有 M* 一 MYU… 
UMX. 用 上 面 的 推论 , Vi, 有 黎 曼 面 M, 和 全 纯 映 照 mi : M; 一 
PC 使 pi(M,) 一 MX, 而 且 有 一 个 M; 上 的 有 限 集 .4 使 pi|M ,一 
4 为 一 个 全 纯 嵌 人 。 现 在 定义 M 一 M1U……:UMi〔 不 相交 的 
并 ), 定 义 p :M 一 PC 使 pMi 一 pi Vi, 和 定义 4 一 4U…， 
UAi。 则 MM、g、4 显然 满足 定理 的 条 件 . 

现在 我 们 用 定理 21.1 来 简略 地 讨论 一 下 8 6 中 所 提 到 的 初步 
的 权 圆 函数 理论 。 用 那里 的 记号 , 命 M 三 C/4, 又 命 玩 为 酉 网 函 
数 域 ( 见 $6 之 (X))。 已 知 轩 对 于 C$P) 的 极 小 多 项 式 是 

($C— 4P— ggg)=0 
《定理 6.7)。 所 以 如 果 我 们 定义 P(x, y) EC[x, y]， 
Plx, y) 三 yy (4 — gx — g3), 
又 定义 PCw,*，y) 为 P(x，y) 的 齐 次 化 多 项 式 ， 则 PC(w，*， 
y) 一 0 就 定义 了 PC 内 的 一 条 平面 曲线 E, 称 为 椭 贺 曲线 ， 
E={[w,x,y] :wy — 4 — gwx— gaw’s = 0}, 

由 定理 21,1 的 证 明 , 有 全 纯 映 照 p : C/4 一 PC 使 一 41: 和: 
$%)，p(C/4) 一 ,而 且 有 C/A 上 一 个 有 限 集 4 使 pg](C/4 一 
4) 为 全 纯 嵌 人 ， 事 实 上 很 容易 证 明 在 这 里 可 取 4 一 ， 即 是 说 
这 个 9 三 (1 : 利 : 町 ) 本 身 已 经 是 一 个 合 纯 媒人 。 所 以 在 这 个 特 
殊 情况 下 , 我 们 能 够 具体 地 将 环 面 C/4 全 纯 嵌 入 PC， 一般 来 说 
这 是 不 可 能 的 ， 下 面 这 定理 给 出 一 个 较 弱 的 一 般 性 答案 . 

定理 21.4， 设 M 为 紧 黎 曼 面 , 则 有 全 纯 嵌 入 5 : M 一 PC. 

这 个 定理 的 证 明 需 要 用 到 积 流 形 的 概念 。 设 M 、N 为 复 流 形 
且 分 别 有 坐 标 覆盖 {U0;, 9 和 {7。 亚 。}， 如 果 赋 与 M XN 坐标 
覆盖 {Ui X F。，g0, X 下}， 则 显然 M XN 在 这 样 定义 下 成 为 复 
流 形 , 称 之 为 M 和 的 积 流 形 ， 例 :PC x 已 C， 在 PC 上 有 通常 
的 坐标 覆盖 {Ui;，@ijocicz 如 $3 的 例 1， 同 理 在 PC 上 有 坐标 覆 
盖 {Wi, i} 使 

Wo = {[z0, 21] : 20 < 0}, 


。 221。 


Wo: Wo ~> C, Vol ls0, 21]) 一 zi/ ao; 
W,= {[z0, 21] : % * 0}, 
:Wi> CC, WE, 21]) = zofz. 
所 以 在 BC x PC 上 有 {Ui X W;,，@; X ;jociczociat， 例如 
U, x Wo = {({z0, sisz]， [zy wl]) ; z2 < 0, wo x 0}, 
DXP :UX WC’, 

《人 2 X Wo) CEso, 21, 22), [wo Wi]) 一 (aa， 也 ， ). 

z2 22 Wo 

现在 我 们 定义 一 个 全 纯 上 映照 o : PC x PC 一 PC, aol[z， 
21, 221, [wos wl]) = [zo Zo, to LW1s L200, zi4]。 这 个 
定义 可 直接 验证 是 合理 的 ， 而 且 由 初步 的 计算 可 以 证 明 这 是 一 个 
全 纯 柑 入, 称 为 Scgre 嵌入 《 同 理 可 定义 广义 的 Segre 岩 和 人 a: 
PCXxXPC 一 PNC,N 一 pp 十 人 十 ?使 os] [… 
wi ) = [ows otiy SotW2s > ow ss LWos 32201 SmtWn]. 
但 在 下 面 将 不 会 用 这 一 般 的 情况 .》 

最 后 我 们 证 明 一 个 亚 纯 立 数 的 存在 引 理 . 

引 理 21.5, 设 {Pp, “", ps} 为 紧 黎 曼 面 M 上 z= 个 判别 的 点 。 
则 存在 亚 纯 函数 4 使: 

(a) 如 果 i < j, 则 hpi) 半 h(p;)。 

(b) 4 在 每 点 p;: 上 全 纯 ， 

(¢) Vi, dh(pi) = 0. 

证 ,国定 证。 现在 先 找 一 个 亚 纯 函 数 扩 使 hpi) 一 1，dh 
(pi) 关 0， 而 且 hp) = 0 Vi>2, 取 g EM {p's pa}, 
然后 定义 两 个 因子 Di 一 (2g 十 1)qg 一 《pr 二 "十 p2) 十 所， 
D; = (2g 十 0)9 一 (p2 十 十 2,), 其 中 8 是 M 的 亏 格 , 
Dy) C1CDW)、 而 且 由 (18.5) 

dimi(D) = 1++ dmi(D,)= g++ 3, 
取 f€ LCD1) 一 24CD;)， 由 D; 和 D; 的 定义 ,了 在 声 有 单 极点 ;而 且 


f(pi) 二 0 Vi 之 2。 所 以 如 果 定 义 hl 一 7 则 妃 满足 上 
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述 的 三 个 条 件 . 

同 理 可 证 Vi 一 1，2,…*, 2%、 有 亚 纯 冰 数 大 使 hp1) 1s 
dhi(pi) 半 0, 而 县 hi(p;) 一 0 Vi 关 1。 现 断言 : 有 {a1,……, a,} 
CC, {a;} 是 判别 的 ,而 且 和 如 果 定 义 h 三 >, aih;， 则 六 满足 引 理 


的 (a)，(b)，(e)， 首 先 注意 ， 只 要 {a} 是 判别 的 , 则 (a) 自然 
成 立 。 同 时 由 {名} 的 定义 ，(b) 是 一 定 成 立 的 。 所 以 只 需 小 心 和 
取 判别 的 {a1} 使 (e) 成 立 .但 6 一 了 ardhs， 所 以 如 果 {a} 


是 判别 的 ,但 4h(p) 0 dh(pi) = 0 而 dh(pina) Se 0,**', 
dh(pn) 二 0, 则 Vi 二 1,"…,, 可 取 一 个 充分 小 的 6; > 0， 然后 
用 (aj 十 si) 来 代替 w。 这 样 就 可 做 到 ah(pi) 0Vi = 1,…, 1#， 
而 且 % 的 所 有 系数 还 是 判别 的 ,] 

定理 21.4 的 证 ， 由 定理 21.1, 有 一 个 全 纯 肌 照 p : M 一 PC 
和 一 个 M 上 的 有 限 集 4 使 p| M 一 4 是 一 个 全 纯 柑 和 人. 命 如 一 
p~(qg(4)). 显然 4Cdo, 所 以 M 一 4oCM 一 4,, 故 知 piM 一 
Ao 是 一 个 全 纯 嵌 入， 同时 Ao 仍 是 一 个 有 限 集 ， 因为 4 一 4U 
{4oNn (CM 一 4)}. 但 pCAoN(M 一 4))Cp(4),， gp(4) 是 有 限 
集 而 gM 一 4 是 单 的 , 故 4on(CNM 一 4) 是 有 限 的 。 所 以 如 本 
身 也 是 有 限 的 . 

命 4 二 {p ;Pr}. 选取 M 上 的 一 个 亚 纯 函数 4 使 满足 
引 理 21.5 的 三 个 条 件 。 现 定义 全 纯 映 照 S 三 pg X (1:D:M~ 
PC x PC. 二 的 全 纯 性 是 立 可 人 定义 导出 的 . “是 单 的 ,因为 如 
果 p YEM 一 4ops9q， 则 p(Cp) < p(q) 蕴涵 ilp) 关上 9)。 
如 果 pe 4o， 46M 一 如， 则 由 如 的 定义 已 知 pC40) 由 p(tM 一 
4) 一 中 ， 所 以 pp) < 9(9)， £ Cp) ee ts(q). 最 后 如 果 六 IE 
则 由 到 的 定义 有 h(p) 和 4) 是 C 内 的 判别 点 ， 所 以 

cp) = (plp), [1, hp)]) < Cp(q), [1, (gq)]) = 5(q). 
总 之 $ 是 单 的 . 现 证 M 上 每 点 ? 都 是 $ 的 非 奇 异 点 。 由 定义 18.5 
后 的 讨论 ,只 需 证 明 每 点 zk M 是 9 或 是 (1 : 有 如 的 非 奇异 点 、 如 
p&《M 一 4o, 则 是 9 的 非 奇异 点 ， 如 gp & do, 则 因为 sh(p) 守 0 
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《 引 理 21.5 (c)), Pp 是 (1 : 所 的 非 奇 异 点 ( 见 引 理 18.8 的 证 ?所 
以 结论 是 “是 一 个 全 纯 嵌 人 .现在 用 Segre 幅 入 o : PC x PC 一 
PC 来 定义 了 三 oo% : M 一 PC， 由 引 理 18.9, 上 是 一 个 全 纯 撕 
入 .] 
注 记 

$ 18. 在 代数 流 形 上 每 个 线 从 都 是 由 因子 所 诱导 的 。 因为 每 
个 黎 受 面 都 是 一 个 代数 流 形 ( 见 这 节 $ 18 末尾 的 讨论 ), 所 以 定理 
18.1 (多 一 纪 ) 就 是 这 定理 的 特殊 情况 .这 定理 是 Kodaira-Spen- 
cer 在 1953 年 证 有 明 的 。 消 没 定理 (如果 我 们 用 定理 20.1 的 形式 ) 
在 任何 紧 复 流 形 上 也 成 立 。 这 是 Kodaira 在 同年 所 证 明 的 。 定 理 
18.7 《嵌入 定理 ) 的 证 明 只 用 到 RR 定理 , 所 以 当然 是 早已 证 明了. 
因为 这 证 明 的 基本 想法 在 黎 曼 的 工作 中 已 可 以 找到 , 所 以 定理 
18.7 有 时 称 为 黎 曼 存 在 定理 ， 但 定理 18.7 在 高 维 时 的 推广 却 是 
Kodaira 的 伟大 贡献 之 一 。 很 概括 地 说 ，Kodaira 在 1954 年 证 明 : 
如 果 在 一 个 紧 的 复 流 形 M 上 有 一 个 正 的 线 从 “ 见 定 义 19.52， 则 M 
可 以 全 纯 侣 入 PwC 中 . 由 周 氏 定理 ,M 在 PyC 中 的 像 就 是 一 个 代 
数 流 形 ， 这 个 Kodsira 嵌 人 定理 的 证 明 的 主要 想法 已 在 定理 20.3 
的 证 明 中 表露 无 遗 . 唯一 不 同 的 就 是 在 高 维 时 在 技巧 上 需要 考虑 

所 谓 二 次 变换 或 放大 blow-up 这 个 过 程 。， Kodaira 的 原文 极 之 可 
读 ( 他 的 文章 都 写 得 很 好 )。 自 然 这 三 个 定理 ( 即 定理 18.1、18.3、 
18.7 在 高 维 时 的 推广 ) 现在 已 是 复 流 形 论 中 的 最 基本 定理 的 一 部 
分 .在 Griffiths-Harris 的 书 中 有 很 详细 的 讨论 (chapterl, $ 2 和 $ 4)， 
“ P. Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, 

John Wiley & Sons, 1978. 

K. Kodaira, On a differential-geometric method in the theory 
of analytic stacks, Proceedings Nat. Acad. Sci.U. S$. A. 39 (1953), 
1268—1273. 

K. Kodaira, On Kihler varicties of restricted type, Ann. of Maih. 
60 (1954), 28—48, 
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K. Kodaira and D. C. Spencer，Divisor class groups on algebraic 
varieties, Proceeding Nat. Acad. Sci. U.S 4. 39 (1953)，872 一 
877。 . 

周 氏 定理 的 证 有 明 可 在 Griffiths-Harris 的 书 中 chapterl，5 3 中 
找到 .这 个 基本 定理 已 经 启发 了 在 复 流 形 理论 中 很 多 的 工作 .这 
方面 的 其 中 一 个 问题 就 是 : 在 一 个 复 流 形 M 中 那些 子 流 形 是 可 用 
多 项 式 定义 的 ? 如 M 一 PC， 周 氏 定理 说 明 所 有 子 流 形 都 可 以 
这 样 做 . 如 M = C*， 则 Stoll 的 定理 说 明 一 个 充 要 的 条 件 是 这 
子 流 形 的 体积 的 增长 率 应 是 过 Cr* (% 是 子 流 形 的 复 维 )， 下 面 
的 讲义 写 得 很 好 ,可 供 参 考 . 

G. Stolzenberg, Volumes, Limits, and Extensions of Analytic 
Varieties, Springer-Verlag Lecture Notes, 1966, 

$ 19. 先 讨 论 de Rham 本 来 的 定理 , 设 M 为 一 个 C” 实 流 形 ， 
dimkM 一 >， 命 Hix 为 M 上 外 形式 的 上 同调 群 , 即 

Hz 二 闭 的 i 形式 /恰当 的 i 形式， 
命 Hi(M ,; 民 ) 和 Hi(M , RR) 分 别 为 M 的 实 上 同调 群 和 实 下 同调 
群 . 《如 果 我 们 用 复 值 的 外 形式 来 定义 Hag, 则 对 应 地 这 时 也 应 该 
用 Hi(M,C) 和 HCM,C).) 把 H'(M,R) 看 作 Hi(M ,R) 的 对 
偶 Hom R (Hi:(M , R), R) = {所 有 由 Hi4(M , R) 到 尺 的 群 同 
态 }，。 定义 Yi, 一 个 de Rham 同 构 ， 
h:Hi—>H'(M, R) 


Lp) 一 | vee HM, R). 


de Rham 定理 的 第 一 部 分 说 是 一 个 群 同 构 ，( 严 格 地 说 ,4 这 个 
定义 需要 用 单 形 下 同调 群 或 C" 的 连续 下 同调 群 。 否则 不 能 定义 
和 9.) 这 是 比 (9.18) 精确 的 ,因为 9.18) 只 说 Han 与 HYCM，, RR) 
同 构 。 但 没有 说 明 这 个 同 构 的 定义 ， 现 定义 Hix 一 四 Hi 和 
HPCM, R) 一 四 HKM ,RR), 则 及 和 对 于 外 形式 的 外 积 是 一 个 环 ， 
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BH*(M, 尺 ) 对 于 上 积 也 是 一 个 环 ， de Rham 定理 的 第 二 部 分 说 
4 :Hixn 一 H*(M，R ) 是 一 个 环 同 构 ， 

用 这 个 de Rham 定理 的 术语 , 则 引 理 19.3 中 的 求 值 同 态 [M] 

其 实 就 是 

“nM] = [4 1CM), 
而 且 引 理 19.3 是 等 价 于 4 : 昌 折 一 HX《M ，RR) 的 同 构 性 。 关于 
de Rham 定理 的 文献 ， 我 们 已 不 止 一 次 推荐 de Rham 自己 的 书 ， 
这 本 书 不 但 写 得 清楚 ,而 且 要 是 想 对 de Rham 这 个 定理 作 彻 底 了 
解 的 话 , 则 只 好 念 这 本 书 . 

G. de Rham, Variétés Différentiable, Hermann, 1960. 

陈 类 的 一 般 定义 及 基本 性 质 ， 可 阅 Griffiths-Harris 的 书 内 
Chapter 3, $ 3。 Milnor-Stasheff 的 书 是 从 拓扑 的 观点 来 讨论 陈 类 的 ， 
也 应 参阅 作 一 比较 ， 如 果 用 复 流 形 的 观点 , 则 陈 类 可 以 简介 如 下 . 
设 M 为 紧 的 复 流 形 ,E 为 M 上 一 个 复 > 维 的 全 纯 向 量 从 , 则 有 7 个 
互 的 上 同调 不 变量 cx(E) 6 五 弥 , i 一 1，,""*，+。 如 果 E 是 平凡 的 
《 即 E 与 M Xx C" 同 构 ), 则 ci(BE) 一 0 Vi 一 1,…,r。 ct 人 ED) 就 
是 E 的 第 :个 陈 闫 ,如果 是 一 个 线 从 , 即 是 说 + 一 1, 则 用 c(E) 
C) 内 有 离散 子 群 H*CM ,2Z), 而 hc(E))EHAM, 台 ) (4 是 
de Rham 同 构 )， 如 果 E 是 M 的 全 纯 切 线 从 T，， 则 普通 写 cA(TA) 
为 cA(M)， 称 为 M 的 第 i 个 陈 类 . 

J. W. Milnor and J. D. Stasheff, Characterstic Classes, Princeton 
Unpiversity Press, 1974, 

本 书 的 Gauss-Bonnet 定理 (定理 19.4) 在 高 维 时 有 两 个 不 同 的 
推广 . 设 M 为 = 维 的 紧 复 流 形 ， 第 一 个 推广 是 : 


1 <) = X(M), 


其 中 XCM) 是 M 的 Euler 示 性 数 . 这 定理 的 证 明 可 见 Griffiths- 
Harris 的 书 中 Chapter 3，$ 3。 (注意 : 这 定理 其 实 是 广义 Gauss- 
Bonnet 定理 的 特殊 情况 . 见 $5 的 注 记 .》 另 一 个 推广 是 如 果 DD 是 
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MM 的 一 个 因子 ,DD 定义 一 个 全 纯 线 从 2(D)， 则 局 与 ce(X(D)) 互 
为 Poincaré 对 偶 , 即 是 说 ， Yn € Haig’, | 一 | 了 人 <(1(D7).。 这 


个 也 是 Kodaira-Spencer 在 1953 年 所 证 明 的 定理 之 一 ,其 证 明 可 见 
Griffiths-Harris 书 中 Chapter 1，$ 1 

上 面 所 说 到 陈 类 的 整数 性 ( 亦 可 参阅 定理 20.1 的 系 ) 是 拓扑 学 
中 很 多 整数 性 的 定理 之 一 。 这 一 类 定理 固然 很 足以 令 人 惊讶 , 同 
时 也 是 很 重要 的 。 这 方面 在 Hirzebruch 的 书 中 有 讨论 《从 这 书 的 
Index 中 找 integrality 这 一 项 )， 比 如 说 , 由 其 中 一 个 整数 性 定理 ， 
可 以 证 明 不 存在 16 维 的 实 的 可 除 代数 《real division algcbra of di- 
mension 16)。 见 Hirzebruch, 第 183 页 ， 

F. Hirzebruch, Topological Methods in Algcbraic Geometry, 
(Third enlarged edition)，Springer-Verlag，1966 

Picard 冬 的 基本 性 质 ， 可 见 Griffiths-Harris 书 中 Chapter 2， 
4$ 6。 比较 初步 的 讨论 则 可 在 Gunning 书 中 $8 找到 , 但 Gunning 
这 一 节 写 得 过 份 抽象 . 

R, C. Gunning, Lecture on Riemann Surfaces, Prinreton Univer 
sity Press, 1966., 

最 后 我 们 应 提 到 一 个 最 近 的 结果 . 设计 为 紧 歼 曼 面 , G 为 M 
上 一 个 Hermitian 度量 , @ 为 G 的 曲率 形式 ， 由 c(M) 的 定义 ， 


+ Be c(M)， 由 引 理 19.7, 可 知 <(M) 内 任何 一 个 实 《1，1) 
形式 都 可 写成 这 样 的 二 上 8。 这 个 结果 的 重要 性 可 由 系 19.12 看 


2xi 
出 来 ， 即 是 说 ,如 g 一 1， 则 <(CM) 一 0， 故 M 具有 一 个 曲率 等 于 
0 的 Hermitian 度量 。 因 此 这 个 M 的 万 有 覆盖 空间 条 具有 完备 的 
Gauss 曲率 等 于 0 的 Hermitian 度量 ,用 一 些 简单 的 微分 几何 上 的 
概念 ， 就 立 可 证 得 权 与 C 之 间 有 一 个 等 距 映 射 《例如 用 Cartan- 
Hadamard 定理 就 立刻 可 以 作 这 结论 )、 所 以 黎 曼 面 角 与 C 同 构 、 
由 此 可 知 C 内 有 一 个 格 4 使 C/4 与 M 本 身 同 构 ， 这 就 证 明了 任 
意 一 个 亏 格 等 于 1 的 黎 晕 面 一 定 同 构 于 某 一 个 C/A, 《这 个 推论 
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没有 用 单 什 化 定理 ,也 没有 用 Abd-Jacobi 定理 . ) 一 个 很 自然 的 问 
题 是 ,这 个 推论 有 没有 高 维 的 推广 ? 在 黎 曼 而 上 任何 一 个 Hermir- 
tian 度量 都 是 所 谓 Kahler 度量 ,所 以 如 果 M 是 一 个 紧 的 复 流 形 , 设 
G 为 M 上 的 一 个 Kahler 度量 ， 又 命 9 为 G 的 Ricci 形式 , 即 如 果 
G 一 2 Gidzid5,8 为 {Gs} 的 行列 式 , 则 8 一 50g， 8 是 一 个 


(1， 1) 形式 而 且 二 16 是 实 的 ， 由 陈 类 的 基本 性 质 ， 


—1 
FT OE cM). 
在 1954 年 ， 玉 ，Calabi 提出 所 谓 Calabi 猜想 : 设 M 为 紧 的 Kahler 


流 形 ,P 为 ct(CM) 内 一 个 实 的 闭 《1, 1) 形式 , 则 有 一 个 Kahler 度 
量 使 其 Ricci 形式 8B 满足 p 一 于 9. 在 1957 年 Calabi 本 人 证 


明 这 猜想 的 一 小 部 分 ,但 这 猜想 的 完全 证 明 则 直到 丘成桐 (Yau) 
1978 的 文章 才 获 得 一 个 完满 的 解决 . 这 定理 在 代数 几何 及 微分 
几何 两 方面 都 有 很 重要 的 推论 . 在 这 里 我 们 只 举 出 上 面 关 于 g = 
1 的 定理 的 高 维 推广 。 如 对 是 一 个 紧 的 Kabler 流 形 , ciK(M) 一 0， 
则 M 具有 一 个 Ricci 曲率 等 于 0 的 Kahler 度量 。 现 用 一 些微 分 几 
何 的 工具 ， 便 可 证 明 如 果 M 如 上 , 9 三 dimH'(M ,OO), 则 4g 专 
dimeM ， 而 且 存 在 一 个 M 的 有 限 覆 盖 M, 和 存在 一 个 双全 纯 有 映照 
Ms M' x 7 了 ,其 中 了 是 一 个 复 维 等 于 4 的 环 面 , M 是 一 个 单 连 
通 和 有 Ricci 曲率 等 于 0 的 Kaibhier 流 形 . 

E. Calabi, The Space of Kihier Metrics, Proceedings of Interna- 
tional of Mathematicians 1954, Volume 2，North-Holland， 1957， 
206 一 207. 

S. T. Yau, On Calabi’s Conjecture and Some New Results in Algc- 
braic Geometry, Proceedings Nat, Acad. Sci. U, 5§. 4. 74 (1977), 
1798 一 1799 . 

S. T. Yau, On the Ricci Curvature of a Compact Kihler Manifold 


and the Complex Monge Ampére Equation I, Communications Pure 
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Appl. Math. 31 (1978), 339—411, 

$ 20. 这 节 内 的 定理 背景 ， 见 $ 18 的 注 记 和 $ 12 的 注 记 ， 我 
们 再 复述 一 次 ,这 节 中 给 出 的 证 明 , 其 基本 想法 是 和 高 维 的 情况 无 
蜡 的 。 而 且 在 一 维 时 很 多 高 维 时 技巧 上 的 困难 都 完全 消失 , 所 以 
这 些 想法 都 是 在 这 情况 下 看 得 最 清楚 ,在 嵌入 定理 的 证 明 中 请 注 
意 如 何 从 层 的 短 正 合 序列 和 消 没 定理 的 结合 ， 而 得 证 充分 多 的 全 
纯 截 影 的 存在 。 这 个 非常 美好 的 想法 是 Kodaira 的 ， 

我 们 已 经 提 过 任何 紧 黎 曼 面 都 可 全 纯 嵌 入 PC ， 这 个 结果 可 
以 用 下 面 这 方法 从 定理 20.3 推论 而 得 。 首 先 注 意 ， 如 果 p EP,C， 
而 且 把 P,-C 看 作 PC 内 一 个 固定 的 超 平 面 , 则 有 一 个 投影 ro : 
PC 一 {p} 一 PC， 定义 是 , 设 9€ PC 一 {2}， 则 pp、4 决定 一 
条 直线 PC, rp (9) 就 是 PsiC 与 PIC 的 相交 点 ，《〈 如 果 p 二 【1， 
0，……，0], 则 xp《[aos…， as]) 一 [ea eol.) 现在 设 有 全 纯 
谍 人 和 Pp:M 一 PC， 取 pe P,C— pM), 则 x pM)I TP,C. 
则 pCp(CM))CP,-:C， 若 能 取得 ?使 ? 避 开 所 有 pCM》 的 纺 及 
切线 ， 则 容易 验证 peg : M 一 已 -,C 仍然 是 一 个 全 纯 嵌 和 人， 但 
如 果 # 宇 4, 则 这 个 ?的 选取 是 可 能 的 (这 个 证 明 需 要 一 些 代数 几 
何 的 推论 ), 因此 重复 地 这 样 投影 后 便 由 原来 的 全 纯 嵌 入 p : M 一 
P,C 获得 一 个 全 纯 嵌 和 人 w : M 一 PC. 这 个 证 明 可 参阅 Griffiths 
Harris 的 书 内 Chapter 2, $ 1, 或 Hartshorne 的 蔬 内 Chapter IV，$3， 

有 R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag, 1977, 

§ 21. 设 M 为 紧 黎 曼 面 ,由 定理 21.1, 有 全 纯 映 照 gp : M 一 PC 
和 M 上 的 一 个 有 限于 集 4 使 pM 一 4 是 一 个 全 纯 柑 入 ， 而 且 有 
一 个 齐 次 多 项 式 PE Clw,x,y] 使 

pM)= {[w, +, y] EPC: Plw, x, y) = 0}. 

设 忆 的 次 数 为 4， 4 就 称 为 平面 曲线 pCM) 的 次 数 ， 在 $21 中 我 
们 已 证 明了 如 果 M = 一 C/4, 则 在 这 特殊 情况 下 ,该 有 限 集 4 甚至 
可 取 为 空 集 , 即 是 说 C/4 可 以 全 纯 嵌 人 PJC， 现 在 我 们 略为 解释 
为 什么 在 一 般 的 情况 下 不 能 取 4 一 由. 设 p : M 一 PC 本 身 是 
一 个 全 弛 嵌入， 并 设 MM 的 方 格 为 6。 一 个 不 太 难 证 的 亏 格 公式 说 
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明 & 与 gCM) 的 次 数 4 之 闻 有 如 下 的 等 式 : 
gz 一 了 (一 DC 一 2 


所 以 ?是 全 纯 嵌 人 一 > 8 一 0,1,3, 6, 10, 15，…。 所 以 如 果 M 
的 亏 格 是 2，4，5，7，8，9，…… ， 则 M 不 可 能 全 纯 戏 人 P,C. 另 
一 方面 ， 在 $ 20 的 注 记 中 我 们 已 解释 了 为 什么 总 有 全 纯 店 和 人 8: 
M 一 PC， 如果 用 那里 所 描述 的 投影 方法 ， 则 用 一 个 适当 的 投影 
xp ;PC 一 {Pp} 一 PC 便 可 证 明 mo 是 M 一 PC 的 全 纯 漫 入 . 

这 个 全 纯 浸 PC 的 定理 在 Griffiths-Harris 书 内 Chapter 2, $1 
或 Hartshorne 书 内 Chapter IV，$ 3 有 证 明 ， 却 格 公 式 的 证 明 则 
可 参阅 Griffiths-Harris. 同一 个 地 方 ， 


附录 一 域 的 扩充 


本 附录 介绍 域 的 扩充 的 若干 结果 ,这 些 结果 在 “Riemann 曲面 
引 论 ”中 将 被 应 用 .读者 只 要 具有 高 等 代数 与 点 集 的 知识 ,就 不 难 
看 懂 本 附录 . 

域 是 一 些 元 素 的 集合 ， 在 这 些 元 素 上 定义 了 类 似 于 实数 系统 
RR(R 就 是 大 家 最 熟悉 的 域 的 例子 ) 的 加 法 和 乘法 的 两 个 运算 , 一 
般 亦 就 称 之 为 “加 ”运算 和 “ 乘 ” 运 算 ， 首 先 这 两 个 运算 对 这 个 集合 
是 封闭 的 ， 即 集合 中 任何 两 个 元 素 通过 “加 ”运算 和 “ 乘 ?运算 之 后 
仍 是 该 集合 的 元 素 ， 每 个 域 中 都 有 一 个 唯一 的 元 素 0 与 唯一 的 元 
素 1， 它 们 在 域 中 的 作用 就 类 似 于 民 中 的 0 和 1 的 作用 ， 

更 确切 地 讲 , 一 个 域 是 一 些 元 素 的 集合 下 一 {z,，7y，z，……}， 
且 对 上 面 所 讲 的 “加 ”运算 ; 记 之 为 “十 ”和 乘 运算 ; 记 之 为 “，”( 一 
般 就 用 *y 代替 x* y), 它们 满足 下 列 条 件 : 

(F1)F 对 “加 ”运算 成 为 一 个 Abel 群 ,这 个 Abel 群 的 零 元 素 
用 0 记 之 , 亦 就 称 之 为 域 的 零 元 素 ， 

(F2) F 一 {0} 对 “ 科 ” 运 算 成 为 一 个 姜 法 群 , 它 的 单位 元 素 
记 之 为 1, 亦 就 称 之 为 域 己 的 单位 元 素 , 此 即 为 

对 Vx, y, 2 EF — {0}); (xy)z = x(y2), 

对 Yr€EF 一 {0}), x 1€EF 一 {0}1， 使 xz: 一 xx 一 1 

(F3) 对 Vxr,y,2EF 

(x 十 yz=xz 十 yz 和 z(x 十 y) = zx 十 zy. 

一 般 的 域 与 实数 系统 尺 可 能 有 两 处 不 完全 相似 ;1) 一 个 域 
可 能 仅 有 有 限 个 元 素 组 成 ;这 种 域 称 之 为 有 限 域 ，(2)“ 乘 > 运算 不 
一 定 可 交换 ; 即 可 能 有 *，》6 了 ，xy 闫 y*,“ 乘 ”运算 可 交换 的 域 
称 为 闻 巡 经 

设 F 是 一 个 域 ， 如 存在 一 个 最 小 的 正 整 数 p, 使 px 一 0; 对 
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vx € F、 就 称 域 了 是 特征 为 ?的 ,如 域 F 不 存在 这 样 的 正 整数 
Pp， 则 称 域 了 是 特征 为 0 的 . 

本 附录 中 ,只 讨论 特征 为 0 的 交换 域 ,因此 就 称 之 为 域 ， 显 然 
任何 有 限 域 都 不 是 特征 为 0 的 ， 因 此 亦 不 在 本 附录 的 讨论 范围 之 
内 . 


$1 环 的 知识 


这 一 节 简 单 介绍 一 些 环 的 知识 ,这 是 后 面 讨论 域 所 需要 的 . 

定义 11， 集合 4 一 {e， 5，c， …} 称 为 一 个 环 , 如 果 在 它 上 
面 有 两 个 运算 ,一 个 称 之 为 “加 ”运算 一 般 用 “十 ”表示 ,一 个 称 之 为 
“ 乘 ? 运 算 ， 一 般 用 ", ”表示 (或 就 用 4 来 代替 a' 5)。 它 们 满足 
如 下 条 件 : 

(41) 4 对 于 “加 ”运算 成 为 一 个 Abel 群 ， 它 的 零 元 素 用 0 
表示 . 

(42) 4 对 “ 乘 ” 运 算 封闭 ( 即 Ya,b€ 4，ab&€ 4)， 而 且 
对 Wa, b,c EA, 有 (ab)c = albe). 

(43) 对 这 两 个 运算 分 配 律 成 立 , 即 对 Va, 6, c € 4, 有 

(ae 十 bc 一 ac 十 bc 和 c(a + b= cad ceb. 

如 果 环 4 对 乘 运 算是 交换 的 , 即 Ya,5《 4, 有 ab 一 ba, 就 称 
.4 为 交换 环 。 如 果 4 具有 一 个 元 素 1 , 它 对 Vze 4 均 有 1 .一 
.1 一 x 就 称 4 为 有 单位 环 ,1 就 表示 的 单位 元 素 、 

本 附录 中 只 考虑 有 单位 交换 环 ， 

环 4 中 的 元 素 a, 如 具有 一 个 元 素 a7!, 使 4* a 一 1， 就 称 
这 样 的 元 素 为 可 六 元 罕 ， 其 他 元 素 就 称 为 不 可 洲 元 素 . 设 。 是 4 
的 一 个 不 可 逆 元 素 ,如 果 a 可 分 解 为 另外 二 个 不 可 逆 元 素 之 积 * 即 
4 一 bc, 和 < 都 是 不 可 逆 元 素 , 则 就 称 “ 是 可 分 的 《或 可 约 的 )， 
不 然 就 称 为 不 可 分 的 (或 不 可 约 的 ). 

显然 域 是 一 个 很 特殊 的 环 ， 这 个 环 中 只 有 一 个 不 可 逆 元 素 就 
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定义 1.2。 4 如 是 4 的 子 集 ， 如 果 它 对 4 的 两 个 运算 本 身 就 成 
为 一 个 环 , 则 4 就 称 之 为 4 的 子 环 。 

符号 . 设 41，4; 表示 4 的 二 个 子 集 ， 

A1* Ai = {Dxiyi :xi € Ai, Ed 之 是 有 限 和 } 

定义 1.3. 设 工 是 环 4 的 子 环 , 而 且 7 4 二 1， 就 称 T 是 4 的 
理想 . 如 1 < 4 就 称 了 为 真理 想 . 

符号 、 设 {4;);ej 是 环 4 的 元 素 之 族 , 则 


(aijien) 一 {了 3 bai : bre 4， 而 且 只 有 有 限 个 不 为 0} 


是 表示 4 中 由 {ai}ier 生成 的 理想 . 

对 Va€ 4,(a) 一 {ba| : VbE 4}, 这 就 是 由 4 中 一 个 元 素 a 
所 生成 的 理想 . 

定义 14， 环 中 由 一 个 元 素 生成 的 理想 称 之 为 主 理想 ,如 果 一 
个 环 的 所 有 理想 都 是 主 理想 就 称 这 个 环 为 主 理想 环 . 

定义 15.p :4 一 8 是 两 个 环 4 和 B 之 闻 的 一 个 映 照 , 如 果 
对 Vas ox€ 4， 有 p(ea 十 四 一 2(a) 十 p(Ce) 和 pla14;) 一 
p(ay)p(a)， 则 称 映 照 是 一 个 环 同 态 . 当 6(4) 一 刀 就 称 2 为 满 
同 态 , 当 or!(0) 一 0 时 就 称 p 为 单 同 态 ,2 既 单 又 满 , 称 为 同 构 . 

命题 .6。 环 同 态 2 的 核 Kerp 一 (0) 是 4 的 一 个 理想 , 

证 . 设 a1, weKerp, 则 p(a 十 az) 一 p(ev 十 P(a2) 一 0, 所 
以 om 十 weKero. 设 cEKerp,ak4d, 则 pfac) 一 p(a)o(c) 一 0， 
所 以 4 . Kerp 一 Kerp， 因 此 Kero 是 4 的 理想 .] 

设 4 是 一 个 环 , I 是 4 的 理想 , 今 在 4 中 引进 一 个 等 价 关 系 
~: 4 ~ 5b<>4 一 bE1( 易 验证 ~ 是 一 个 等 价 关系 )， 4 的 等 价 
类 用 a* 记 之 , 则 今 用 4/1 记 这 个 等 价 类 的 集合 , 今 在 它 上 面 引进 
“加 > 运算 为 a* 十 2* 二 《a 十 6)* 和 “ 乘 ” 运 算 为 a*b* 一 (a6)* 
(如 a 一 a€1, 则 (4 十 四 一 (a1 十 6)E《1， 同 样 6 一 wb 一 
(4 一 an) "5 《1, 因此 上 面 的 两 种 运算 的 定义 是 有 意义 的 )， 这 样 
A11 就 成 为 一 个 环 ,其 之 零 元 素 就 是 0*, 其 之 单位 元 素 就 是 1” ,这 
个 环 称 为 4 对 理想 7 的 商 环 . 
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如 p : 4 一 是 环 4 到 环 B 内 的 同 态 , gp ;8 一 C 是 环 B 到 
环 C 内 的 同 态 , 则 pop : 4 一 5 是 环 4 到 环 C 内 的 一 个 环 同 态 ,这 
是 因为 对 Ya, ce 4，9op(e 十 aa) = plpla) + p(42)) = qop 
(4a) + pop (22) 和 gop (4103) = (pA) pa)) = pop a) 
yopla2). 

如 4 是 一 个 环 , I 是 4 的 一 个 理想 , 则 有 一 个 自然 环 同 态 mp : 
4 一 4/1，q(a) = a*; Ya &€ 4. 根据 商 环 的 定义 ,这 个 FP 是 一 个 
同 态 ,而 且 是 一 个 满 同 态 . 

设 p: 4 一 B 是 环 4 到 环 B 上 的 一 个 满 同 态 ，Kerp 一 p-'(0) 
是 4 的 一 个 理想 (命题 1.6), 则 由 P 可 以 诱导 一 个 六: 4/Kerp~>?B 
是 一 个 同 构 , 这 里 定义 5B(a*) 一 o(e); 对 Ya* € A/Kerp， 因 为 
当 al 一 a € Kerp, pla 一 42) 一 p(a1) 一 pla2) 一 0， 故 oal) 一 
p(4a3)， 所 以 5 的 定义 是 有 意义 的 . 而 又 由 商 环 的 定义 Ba* 十 
bp*)=p((at+b)*) = plat+6) = pa) + pb) = Bla)+6(2"), 
同样 pCa*6*) 一 pCa*)p(b*). Bla*) = 0 = pla), 故 a €Kerp， 
所 以 a* 一 0*, 因此 5 是 单 的 , 5 是 满 的 是 显然 的 , 故 5 是 一 个 同 
构 。 

定义 1.7. 了 是 环 4 的 真理 想 ,如 包含 I 的 理想 只 有 IT 和 和 4, 称 
7 是 4 的 肥大 开外. 

定理 1.8. 4 是 一 个 环 , I 是 4 的 一 个 极 大 理想 , 商 环 4/1 是 一 
个 域 . 

证 ， 要 证 明 4/1 是 一 个 域 ,根据 域 与 环 的 定义 只 要 证 明 4/1 
的 每 个 非 零 元 素 都 是 可 逆 元 素 ， 设 a* 是 4/1 中 的 非 零 元 素 ， 任 
取 a* 的 代表 元 素 ze 六 7。 因此 理想 (1, ea) 一 {2bias 十 be : 
bE 4; a 《1; 台 是 有 限 和 } 是 包含 I 的 理想 , a&1, 因此 理想 (17， 


4) 一 4, 所 以 1€ (1,4), 因此 有 1 一 祖 ) biai 十 5b4， 这 里 bi 


bE 4A, ai€l ;1=1,.**, 7. 故 1*=b*a*， 所 以 a* 是 可 逆 元 素 .] 
下 面 主要 讨论 一 类 特殊 的 环 , 即 域 上 的 多 项 式 环 ， 设 是 一 
个 域 , F[X] 表示 以 域 F 为 系数 域 ,X 为 未 定 元 的 多 项 式 全 体 组 成 
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的 多 项 式 环 , 1(X)& FL[X], 如 帮 X) 一 22X ;ao 关 0. 这 个 


多 项 式 的 次 数 >， 记 为 deg 1 一 x。F[X] 中 的 “加 ”运算 和 “ 乘 ” 运 
算 就 相似 于 高 等 代数 中 实数 域 尽 上 的 多 项 式 环 中 的 “加 ”运算 和 
“ 乘 ” 运 算 , F[X] 中 的 零 元 素 是 F 中 的 0, F[X] 中 的 单位 元 素 就 
是 正中 的 1. 不 难 证 明 F[X] 中 除了 一 {0} 之 外 的 所 有 元 素 都 
是 F[X] 的 不 可 逆 元 素 . 设 1(X)&€ F[X] 是 一 个 不 可 道 元 素 , 如 
果 它 能 分 解 为 两 个 不 可 逆 元 素 之 积 , 就 称 K(X) 为 可 约 的 多 项 式 ， 
此 即 1(X) 一 gCX)h(X), degg 之 1, degh 之 1, 这 里 hCX)(g(X)) 
就 称 为 f(X) 的 因子 或 说 1(X) 能 被 KX)(g(X)) 所 整除 ,表示 为 
A(X)IHCX)Ce(X)ICX)). 如 1CX)€E FIX] 不 是 可 约 的 ， 就 称 之 
为 不 可 约 多 项 式 . 

值得 注意 的 是 可 约 多 项 式 与 不 可 约 多 项 式 的 概念 是 与 系数 域 
F 有 紧密 联系 ， 例 如 庆 十 1 是 RIX] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 
但 是 它 在 C[X] (复数 域 上 的 多 项 式 环 ) 中 就 可 以 分 解 为 (X 十 
V 一 1)(X 一 V 一 1), 就 变 成 可 约 多 项 式 了 .因此 有 时 就 明确 地 
讲 多 项 式 f(X) 对 域 正 是 不 可 约 的 (或 可 约 的 ), 它 对 更 大 的 域 (更 
小 的 域 ) 就 可 能 成 为 可 约 (不 可 约 的 ), 在 域 的 扩充 中 将 更 详细 的 说 
朋 这 点 ， 

另外 , 环 的 任 一 理想 1, 如 果 有 一 个 环 中 的 可 逆 元 素 a€ 1， 则 
由 4. 1 一 7, 因为 era 一 161;, 而 4 .1 一 4, 因此 1 一 4 
故 凡 是 一 个 环 的 理想 ,包含 有 一 个 可 逆 元 素 , 则 这 个 理想 就 一 定 是 
环 本 身 . 

定理 1.9. F[X] 是 一 个 主 理 想 环 ， 

证 . 设 1 是 F[X] 的 任 一 理想 ,如 I 中 有 F[X] 的 可 逆 元 素 ， 
则 T= FIX] = (1). 

今 设 I 中 没有 F[X] 中 的 任 一 可 逆 元 素 , 在 I 中 选取 一 个 
1CX), 使 degf 是 了 中 非 零 元 素 中 次 数 最 小 的 ， 即 degf 一 min 
{deg g :gE1 一 {0}}. 对 YeCX)& 1， 如 同 实数 域 尽 上 的 多 项 式 
一 样 , 域 上 的 多 项 式 亦 有 带 余 除 法 , 故 习 4(X), YCX)€《7, 使 
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2(X) 一 帮 X)4(X) 十 7(X)， 
而 且 deg y < degf， 由 8g(X)，HX)eT, 则 YCX)E1, 由 了 的 选取 
与 dgy < deg1, 故 只 能 是 Y(X) 三 0, 故 Ve(X)E1 必 有 1(X)| 
g(X), BI gC(X) € G(X)), Fl 1 = (G(X)).] 

定理 1.10. 设 pCX) 是 一 不 可 约 多 项 式 , 则 (p(X)) 是 F[X] 
的 极 大 理想 。 

证 . 设 I 是 F[X] 的 一 个 理想 而 且 ICp(X)), 但 是 1 六 (p 
(X))。 由 FL[X] 是 主 理想 环 , 故 有 7Y(X)&€ F[X], 使 1=《Y(X))， 
由 (p(X)DCI, p(X) ET = (7YCX)), 则 YCX)1pC(X), 由 p(X) 
不 可 约 的 , 故 7(X) 一 定 是 可 逆 元 素 , 所 以 1 一 (7(X)) = F[X]. 
按 极 大 理想 的 定义 (p(X)) 是 F[X] 的 极 大 理想 .] 

系 。 p(X) 是 环 F[X] 之 不 可 约 多 项 式 , 则 F[X]/(p(X)) 是 
一 个 域 . 

这 由 定理 1.8 和 定理 1.10 得 到 ， 


$2 域 的 代数 扩充 .有限 扩充 


定义 2.1. 设 是 一 个 域 ,F 是 E 的 一 个 子 集 ,如 对 于 E 的 两 
种 运算 本 身 就 成 为 一 个 域 ,就 称 P 是 E 的 一 个 于 域 ,而 就 称 之 为 
域 五 的 扩充 . 

了 3 是正 的 扩充 就 简单 地 用 FCE 表示 , 设 c, 8,7,.… 是 E 
的 元 素 , F[c, 86, 7，…'] 是 表示 以 下 的 元 素 为 系数 、 凡 c, 8，7，… 
为 变数 的 多 项 式 全 体 所 成 的 环 , F(a, 8, 7,…) 是 F[a, 8, 7,…] 
的 商 域 ; 即 是 所 有 型 为 f/8; jgeFfa,p,y，…] 和 8g 关 0 人 


素 对 于 “加 ”运算 + po ~ 二 二 引 和 * 乘 > 运算 妆 
了 所 成 为 的 域 . 这 个 域 Rap .是 包含 有 元 素 由 人 2 … 


881 
的 王 的 最 小 扩充 ， 亦 称 FE(c， 8 TY， ““) 是 下 添加 元 素 0, Bp, 7 
而 得 到 的 域 (F 的 扩充 域 ). 

对 FCE, 今 可 以 将 E 视 作 是 域 F 上 的 线性 空间 ,这 个 线 件 空 
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闻 一 般 未 必 一 定 是 有 限 维 的 ,用 [五 : F] 记 这 个 线性 空间 的 维 数 ， 
当 E 是 F 上 的 无 限 维 的 线性 空间 时 ,就 记 [E: Fl 二 00, 当 [E: 
F] < oo 时 ,就 称 E 是 的 有 限 扩充 , 当 [5 : F] 一 oo 时 , 就 称 
是 的 下 限 扩大 
定理 2.2. 已 ,下 ,天 是 三 个 域 , 而且 KCFCE, 则 
[E:K]=[E: FI[F:K], 
更 确切 地 讲 , 如 {zxijie1 是 F 在 KK 上 的 基 和 {wjier 是 E 在 FF 上 的 
基 * 则 {xiyijoperxJ) 是 E 在 KK 上 的 基 . 
证 .Vz 《EB, 由 假设 3o€ F; j€ 7 而且 {ww) 中 只 有 有 限 个 不 
为 0, 使 
zx 一 > oy 
5 7 
类 似 地 对 每 个 a (不 为 0 的 )， 存 在 bi EK; i€ 1, 而 且 对 每 个 j， 
{56} 中 亦 只 有 有 限 个 不 为 0 的 ,而 且 有 
Qj; 一 >, biixis 


因此 

z 一 bitiyi, 
上 式 右边 仅 有 有 限 个 好 不 为 0 的 ， 所 以 {xiysja,perx1 是 五 在 天 
上 的 生成 元 族 . 现 必 须 证 明 {xiy;japerx 是 在 FF 上 线性 无 关 的 ， 
设 1C 让 是 到 的 元 素 所 成 之 族 ， 而 且 《C5j 中 亦 只 有 有 限 个 不 为 
0, 而且 

2 Cixiyi = 0, 
由 {ye/ 在 F 上 线性 无 关 ,因此 2 Cixi 一 0， 再 由 {zxijie 是 线 


性 无 关 的 (在 六 上 ) ,所以 Cs=0. 故 元 素 族 {xeyi}e erx] 是 在 
K 上 的 基 .] 
系 .KCFCE, EE 是 攻 的 有 限 扩充 当 且 仅 当 E 是 F 的 有 限 扩 
充 和 是 KK 的 有 限 扩 充 . 
设 F 是 一 个 域 , FL[X] 是 域 F 上 的 多 项 式 环 ,如 
f(X) = aoX’ + **'+t a € FLX], 
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其 中 m 闪 0 degf 一 ”就 称 为 KX) 的 次 数 ，F(X) 一 {f/g : 户 
ge FIX]; g s0} 就 是 环 FLX] 的 商 域 , 亦 称 之 为 域 F 上 的 有 理 
函数 域 ， 它 的 “加 ”运算 与 乘 * 运 算 就 如 同 实数 域 上 的 有 理 函 数 的 


加 运算 与 乘 运算 , 即 十 卫 e F(X), 则 二 :五 = 由 ， 
8 8 BE 下 88 


二 五- fat eft 
8 1 BE&! 

定义 2.3. 设 FCE, ae E 称 为 关于 代数 的 (或 在 F 上 代数 
的 ) ,如 3KX)e F[X], 使 Ka) 一 0. 这样 的 oe 亦 称 之 为 KX) 的 
根 . 

命题 2.4. 设 FCE, «EEE 是 关于 FF 代数 的 ,如 p(X)€ F[X] 
是 一 个 以 0 为 根 的 多 项 式 ; 而 且 是 FL[X] 中 所 有 以 a 为 根 的 多 项 
式 中 次 数 最 小 的 , 则 p(X) 一 定 是 不 可 约 的 而且 Vi(X)€ FLX]， 
f(a) 二 0 的 充 要 条 件 是 pCX)11CX) (或 1(X) € (p(X))) 

证 . 如 pCX) 可 约 ， 则 p(X) 的 因子 中 之 任 一 个 均 次 数 小 于 
p(X)， 而 其 中 至 少 有 一 个 以 。 为 其 根 , 这 与 假设 p(X) 是 以 “为 
根 的 多 项 式 中 《FL[X] 内 的 ) 次 数 最 小 矛盾 . 设 1(X)&€ FL[X], 如 
f(X) = p(X)* gq (X), 自然 f(a) 一 0， 反之 如 flo) 一 0, 则 有 多 
项 式 带 余 除 法 , 3g(X), YCX)€ FL[X1, 使 

j(X) = gq(X)p(X) + 7(X), 
其 中 degy < degp。 由 Ko) 一 bo) 一 0， 故 y(o) 一 0， 再 由 
p(X) 之 假设 , 故 7(X) 三 0, 所 以 pCX)11(X).] 

命题 2.4 中 的 p(X)》 不 是 唯一 的 ,但 它们 之 间 只 能 差 一 个 
F[X] 中 的 可 逆 因 于 . 今 取 定 一 个 特殊 的 ,最 高 次 项 的 系数 为 1 的 
适合 命题 1.4 的 多 项 式 , 这 可 以 由 ce 唯一 决定 , 称 之 为 6 的 极 小 多 
项 式 . 

“定理 2.5. a 关于 代数 的 <> [F (a) : F] < oo， 而 且 
LFCe) : F] 就 等 于 a 的 极 小 多 项 式 的 次 数 与 F(a) 一 Fla]， 

证 . <. 由 [F(o) : F] < oo, 因此 1, ca, oo 这 个 

序列 一 定 在 域 f 上 线性 相关 ， 因 此 有 不 全 为 零 的 ER ;一 0， 
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1 ,2 使 
do 十 aia 十 …': 十 ao 一 0， 
取 1X) 二 40 十 aX 二 :十 asX"*€ F[X], Ho) 一 0。 
之 。% 关 于 有 是 代数 的 ， 取 p(X)€ FL[X] 是 “的 极 小 多 项 
式 . 现在 Fla] 二 {f(a)|V1(X)& FLX]} 是 F 添 加 0 所 成 的 环 ， 
F(o) = {f(0%)/g(o) : VI(X), g(X)E F(X); glo) 0} 是 了 二 
加 a 所 成 的 域 , 它 是 包含 F 的 最 小 扩充 域 ， 对 Vi(X) 6 FLXJ], 如 
f(o) 关 0， 由 命题 2.4 知道 p(X)HCX), 而 p(X) 是 不 可 分 的 , 因 
此 存在 e(X), h(X)E FLIX], 使 
ECX)POX)+ hOXIN KX) 一 1, 
区 从 o)1(a) 一 1, 这 表示 f(o) 关 0 就 具有 逆 元 素 在 F[a] 中 , 因 
此 F[a] 是 一 个 域 , 由 F(a) 是 包含 “的 最 小 扩充 ， 故 Fla] 沪 
F(a》, 而 FLa] 出 定义 自然 是 F(a) 的 子 集 , 因 此 F(a) 一 F[o]. 
设 p(X) 之 次 数 为 4。 则 对 V1(X)& FI[X]， 由 域 上 多 项 式 
的 带 余 除法 , 习 sq(X),r(X)€ F[X], 使 得 1(X) 一 q(X)p(X) 十 
r(X); degr+ 之 degp 一 4, 故 1(0) = 一 ra， 所 以 f(a) 都 是 1， 
a,"…，04-! 的 F 线 性 组 合 。 现 在 1, a,.… ,oe ! 亦 是 在 FF 上线 
性 无 关 的 ， 设 有 co,… ,as-iERE， 使 me 十 eic 十 …' 十 as- 
一 0， 则 BCX) 一 ee 十 oaX 十 … 十 ai-IX2-6EF[IX]， 是 以 c 为 
其 之 根 , 这 由 p(X) 之 定义 , 故 2X) 盖 0, 故 om 一 … 汪 ai- 一 0， 
所 以 1, c,…，o4-: 是 下 上 线性 无 关 的 ; 故 [ F(o) : F] = 4d.] 
系 1. [BE :F]1< % 之 内 每 个 元 素 关 于 F 代 数 的 . 
证 . Va€ BE,[E:F] 二 [EE :F(a)]'[F(a) : Fj], 由 定理 1.2 
的 系 [F(e) : f] < 0%, 因此 a 关于 代数 的 ， 
系 2 Fla) FL[X]/(p(X)) 
证 . 今 作 环 同 态 
p: FIX] > Fla] = F(a); 
1(X) — f(0), 
P 显然 是 满 同 态 ， 由 命题 2.4 Ker p 一 (p(X))， 则 可 以 诱导 一 个 
环 同 构 | 
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Bb: FIXI/(p(X)) — Flal = F(a), 

由 F(e) 是 域 , 故 FIX]/(p(X)) 亦 是 域 , FLX]/(p(X)) 实 F(0).] 

注 。 由 定理 1.10 的 系 已 证 明 F[X]/(p《(X)) 是 一 个 域 ， 因 此 
系 2 之 证 明 加 上 1.10 的 系 就 证 明了 定理 2.5, 这 样 的 证 明 较 上 面 
给 出 的 证 明 简 单 ,但 不 如 上 面 给 出 的 证 明 易 于 了 解 ， 

定义 2.6，FCE, 如 E 的 每 个 元 素 都 是 关于 F 代 数 的 , 则 称 E 
是 F 的 代数 扩 认 ， 

定理 2.5 的 系 1 表明 凡是 域 F 的 有 限 扩 充 都 是 代数 扩充 ,但 是 
反之 则 不 然 。 例 如 2 表示 有 理 数 域 (9 是 特 证 为 0 的 域 中 最 小 的 
域 ， 因 为 任何 一 个 特征 为 0 的 域 ， 必 包含 整数 环 Z， 所 以 亦 包含 
其 的 商 域 2, 因此 2 是 所 有 特征 为 0 的 域 的 子 域 )，2C 表示 C( 复 
数 域 ) 中 所 有 代数 数 所 成 的 域 ( 即 90[X] 中 所 有 多 项 式 的 根 所 成 的 
域 ,因为 如 a, 8 对 一 个 域 F 是 代数 的 , 则 [F(a, p) : Fl]=[F(a) 
(86):F(o)] [PEF(a) : Fl < oo, 所 以 (le,B) 一 F(a)(8) 的 每 个 
元 素 都 是 对 下 代数 的 ,自然 十 6, ab 是 对 FF 代数 的 ,因此 9 是 一 
个 域 ), 现 6 是 8 的 代数 扩充 ,但 不 是 8 的 有 限 扩 充 , 因为 0 的 势 
是 不 可 数 的 ,而 8 的 任 一 有 限 扩充 之 势 都 与 9 一 样 是 可 数 势 的 ， 

下 面 讨 论 几 个 域 扩 充 的 实例 

例 1. 0(V 3) < 9[X]/(X’— 3) 

显然 这 是 定理 2.5 的 系 2 之 具体 例子 ,这 里 为 了 增加 对 域 扩充 
的 了 解 , 进 行 一 下 具体 的 讨论 . 

按 定义 0(V3) 一 (= + 3 ,0, 8, cde; 
十 avV 3 
es 4) x C0, 0)} 


ce 十 ivV3_ ac 一 344 | 生 二 25V 李 
ct+av3 2— 34 2 一 3 3， 
因为 <，46 98， 所 以 一 3 下 天 0。 改 可 表示 
O(V3)={atbV 3:Va, be 0)}. 
今 作 环 同 态 
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po:D[IX1->0CV3); 
1CX)F>FCV 3)， 
这 个 p 是 满 同 态 是 显然 的 ,由 9 [X] 是 主 理想 环 ，Ker p 一 (Xi 一 
3)， 所 以 9[X]1/( 妈 一 3) 09CV 3). 
例 2. C=R[X]/(X +1) < RC(V—1) 
如 同 例 1 类似 地 证 明 RCV 一 1) = {sa +bV 一 1 : Ve, b€ R}， 
故 RC(V 一 1) 人 C, 现 作 环 同 态 
p: RIX] 一 尺 (V 一 1); 
1(X) F> KW 一 1)， 
显然 2 是 满 同 态 , Ker p 一 (入 十 1) 是 R[X] 的 极 大 理想 , 故 
CeRIX]/(R + 1) < RC(V—1) 
例 3. C (x) 一 F, 设 o 对 五 的 极 小 多 项 式 为 YY 一 x ( 凤 到 一 
* 一 0)， 现 来 描绘 F(a) 的 元 素 ，F(a) 的 元 素 一 般 的 表示 式 为 
f(e)/g(o), 其 中 0), ga)eE[lo]，, 与 g(0) 关 0, 设 


f(o) 一 Pao’, go) = 2 bia"i, 
fs0 i=0 


这 里 a1，bi€ F 呈 C(x)， 则 今 表示 a 一 pi(x)/qi(x)，pi(*)， 


go ECLx] 和 gx) 失 0 和 及 (sz) 一 2 si(#), s(x) € CLx] 


和 42) 闪 0, 今 在 人 a)/g(e) 之 分 子 分 母 上 都 冬 上 
TT we， IT #1(%), 


则 f(a)/g(e) 的 分 子 和 分 母 就 都 化 为 是 以 C 为 系数 x、a 为 度数 的 
多 项 式 , 亦 即 F(a) 的 元 素 可 以 写成 Hx, 0)/&《x, 0)， 
f(x, @) EC Lx, 0], gx 0o) EC Ix, oa] 
且 多 (*，o) 关 0。 所 以 有 C(o (oa) 二 C(x, 0) 一 C 0c，z， 由 
+ 一 2, 艳 Cla, +) = C(a), 所 以 F(a) 一 Co(a) = C(x, a) 
的 元 素 可 以 写 为 型 如 f(a)/g(0); fj(o), g(o) € Cla], g(%) 关 0. 
另外 亦 可 以 表示 F(e) 一 C(x)(g)， 因 为 一 +， 所 以 
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pb 
F(a) = | 二 如 : Vas by ds e € Clx); (d, e) # (0, o)}, 


2 十 pa _ 1 

d+i+ea Md— ex 
由 dekCG),， 故 吧 一 ci 关 0， 因 此 

F(a) = {4 + bo: Va, bECCx)}. 
这 就 是 域 (a) 元 素 的 两 种 表示 方法 . 
注 。 对 任何 域 F， F(a) (oa)- “ "(ax) = F(a,..., at) :这 在 

前 面 已 用 过 , 它 都 是 表示 FF 添加 om,*……s ok 所 成 的 域 或 是 包含 有 
as 5 的 下 的 最 小 扩充 ， 


(ad — bexr + (bd — ae)a), 


$3 域 的 超越 扩充 


定义 3.1.、 FCE,5 是 E 的 一 个 子 集 , 称 之 为 在 FF 上 代数 无 关 
的 ,如 果 关系 式 


0 一 Za [xz”， 
YES 


(其 中 seoe F 至 多 只 有 有 限 个 不 为 0 和 对 每 个 >。>(*) 中 亦 只 有 
有 限 个 不 为 0) 成 立 的 充 要 条 件 为 ae 一 0; 对 所 有 的 > 

s 称 为 是 在 F 上 代数 无 关 的 意义 是 集合 5 中 任意 有 限 个 元 素 
"和 1 5 一定 不 能 适合 任 一 [Xi，,…，X1] 中 的 非 零 多 项 
式 . 

如 果 E 是 的 代数 扩充 ， 则 E 之 任何 非 空 集合 都 不 是 代数 无 
关 的 ,如 果 E 不 是 F 的 代数 扩充 , 则 中 至 少 有 一 个 非 空 的 代数 无 
关 集 ,因为 这 时 中 至 少 有 一 个 元 素 不 是 关于 代数 的 , 则 这 一 个 
元 素 组 成 的 集 就 是 代数 无 关 的 ， 

FCE, 而 E 又 不 是 F 的 代数 扩充 ,就 称 E 是 的 超越 扩充 . 

E 是 的 超越 扩充 , 今 在 E 之 所 有 在 上 代数 无 关 和 集中 ,用 集 
合 包含 关系 可 在 它们 之 间 一 个 偏 序 关系 记 之 为 <， 即 5,<5; <> 
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SC3, 今 将 这 个 偏 序 集 记 之 为 9, 显然 2 的 每 个 全 序 子 集 一 定 有 
上 界 , 根据 Zorn 引 理 & 必 有 极 大 元 素 , 一 般 来 讲 2 的 极 大 元 素 未 
必 是 唯一 的 . 

引 理 3.2. 设 0 有 一 个 极 大 元 素 5 一 {nt，……，*m}， 则 0 的 
其 他 极 大 元 素 亦 必须 由 EE 中 mm 个 元 素 组 成 . 

证 ， 不 失 一 般 性 可 假定 0 之 另 一 个 极 大 元 素 $ 一 {yijiei 之 
势 是 不 小 于 m。 如 果 5 之 势 就 是 m， 则 引 理 已 成 立 。 今 设 其 之 势 
大 于 m, 则 可 选取 中 之 m 十 1 个 元 素 ,ym 

从 5 是 8 的 极 大 元 素 , Vr EE, 则 {x1,*… ,xm.x} 不 是 代数 无 
关 的 ,因此 存在 f€ FLXi, ”” ”> Xn+1] ， 关 0 使 

jx xm) 一 0， 
f 中 一 定 含有 x, 因为 {x1,…:, xm} 是 代数 无 关 的 。 所 以 * 是 关 
于 F(xm -……，xwm) 是 代数 的 ， 故 互 是 F(x， …，xm) 的 代数 扩充 . 
因此 对 中 之 mn， 亦 有 有 ie F[X…，Xnr] ,请 关 0， 使 
(xx NH) 一 0， 
现在 因为 meS， 因 此 户 中 不 仅 要 包含 六 亦 不 能 只 包含 有 六， 故 
无 妨 假定 六 中 出 现 x， 因此 «1 是 关于 域 Fly, X29 "> Xm) 代 
数 的 ， 对 Yr EE, 显然 > 对 FC xi ……， xm) 是 代数 的 ,而 对 
F(y4，zx2，…，xm) 是 代数 的 ， 因 此 由 定理 1.2 和 1.5, * 是 关于 
F(y, XI xm) 代数 的 ， 所 以 E 是 Flyi, Xs xm) 的 代数 护 
充 ， 现 在 适当 的 改变 #4,…:*，xw 的 次 序 ， 可 归纳 假设 及,"……， 
y,。 (r+ 过 m)， 使 得 是 域 (py zt xz) 代数 扩 
充 ， 则 对 于 yw 习 mr 十 1 个 变数 的 多 项 式 fri€ FLXi,***, Xm, 
Xen fort 于 0， 使 得 
fr Cy yrs rt Tm Yr+1) = 0, 

同样 foi 中 必须 出 现 某 个 zw,…*, xm 中 的 元 素 ,否则 与 3 代数 无 
关 矛 盾 ， 今 无 妨 假定 就 是 有 xr+1 出 现 , 则 xs 关于 F(y, “ys 
Yrtls YXYr+2>“ “> xm) 是 代数 的 ， 同 前 之 理 E 是 域 F(y1,***, yrs 
Yor xz "Xm) 的 代数 扩充 。 按 归纳 推理 五 是 域 Fly1,***, 
ym) 的 代数 扩充 ,如 果 存 在 yas 则 {7，…， yy， yorlj 代数 无 关 
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与 五 是 F(y 5 …，ya) 的 代数 扩充 矛盾 ,因此 的 势 只 能 是 m. 
注 . 这 个 引 理 对 8 的 极 大 元 素 的 势 不 是 有 限时 亦 成 立 ， 这 里 
不 再 加 以 证 明 . 对 我 们 有 用 的 是 & 的 极 大 元 素 的 势 是 有 限 的 情况 ， 
”定义 3.3，8 的 极 大 元 素 的 势 是 有 限时 , 称 E 为 F 的 有 限 超越 
fxijier 是 8 的 某 一 极 大 元 素 , 则 5 一 {xihiel 就 称 为 E 对 的 超越 
基 ， 集 S 的 势 就 称 为 E 对 F 的 超越 次 数 ， 如 果 存 在 Q 的 一 个 极 大 
元 素 5 一 {zxijie1， 使 得 EE = F({xi}ier) 就 称 E 是 的 纯 超越 扩 
. 充 .因此 若是 F 的 一 次 纯 超 越 扩充 , 即 存 在 x& 8, 使 E= F(x)， 

此 时 称 五 为 了 的 单纯 超越 扩充 ， 


$4 多 项 式 的 分 裂 域 与 本 原 元 素 定理 


设 F 是 一 个 域 , pCX)E F[X] 而且 p(X) 是 不 可 约 的 , 则 一 定 
存在 一 个 下 的 扩充 ,使 z(X) 在 这 个 扩充 中 有 一 个 根 。 这 个 一 的 扩 
充 就 可 以 取 作 F[X]/(p(X))， 今 pp: FIX] 一 F[X]/(p(X)) 是 
环 的 商 同 态 , 令 一 p(X)e F[X]/(p(X)), 则 有 pL) = 0, 因为 
plp(X)) = plp(X)] 一 0. 

定理 4.1. 对 V/A(X)e F[X], 必 存在 一 个 F 的 扩充 , 使 作 X) 
有 一 个 根 在 其 中 . 

证 . 只 要 任 取 一 个 KX) 的 不 可 约 元 素 p(X), 则 FLX]/ 
(pCX)) 就 是 满足 定理 的 下 的 扩充 .] 

对 YX)e FLX]， 由 定理 4.1， 则 有 一 个 下 的 扩充 Fi, 使 
f(X) 在 Fi 中 至 少 有 一 个 根 , 因此 有 f(X) 在 Fi(X) 中 分 解 
1(X) = (X 一 85): (X 一 7)4(X), 4(X)E€ FX) 而 且 其 之 次 
数 至 少 比 {(X) 的 次 数 小 1， 如 果 4(X) 的 次 数 大 于 1( 即 gq(X》 
在 F(X) 中 再 也 分 不 出 一 次 因子 ), 则 再 对 4(X)6 FI[X1， 运 用 
定理 41, 这 样 得 到 一 个 域 f,,， FC FiCF,, 使 4(X) 至 少 有 一 个 根 
在 F; 中 ,如 果 gq(X) 在 书 中 仍 不 能 完全 分 解 为 一 次 式 的 乘积 则 
可 应 用 定理 4.1 继续 作 下 去 , 由 于 AX》 是 一 个 有 限 次 的 多 项 式 ， 
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因此 经 有 限 步 扩充 以 后 我 们 就 得 到 一 个 下 的 扩充 ,使 K(X) 在 其 中 
可 完全 分 解 为 一 次 式 的 乘积 ， 所 以 有 

定理 4.2. 对 每 个 KX)e F[X]， 必 存在 王 的 一 个 扩充 E， 
使 KX) 在 E 中 可 完全 分 解 为 一 次 式 的 乘积 , 或 说 1(X) 的 根 都 在 
这 个 扩充 之 中 ， 

设 F, 8, E 是 三 个 域 ,而 且 FCBCE, 则 我 们 称 B 为 E 与 F 
的 中 间 域 . 

定义 4.3. 设 f(X)€ F[X] 和 FCE, 而且/X) 在 E 中 可 完 
全 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 。 但 是 它 不 能 在 E 和 FF 的 任 一 中 间 域 完 
全 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 , 则 称 E 为 KX ) 的 分 裂 (splitting) 域 ， 

如 果 设 CX) 一 aoX? 十 aiX?- 十 …' 十 an-IX 十 an 则 在 E 
中 可 分 解 KX) 一 ao(X 一 纪 )…-《XX 一 5)， 则 必 有 

E= F(S,...,6,), 

不 然 (51,'…, 84) 就 成 为 E 与 F 的 中 间 域 , 这 与 E 是 1(X) 的 分 
型 域 的 定义 矛盾 。 因 此 KX)e F[X] 的 分 发 域 是 由 作 X) 的 根 生 
成 的 。 由 于 每 个 8; 一 1，2 都 是 对 下 代数 的 ， 因 此 由 定理 
2.5 与 定理 2.2，,E 是 F 的 有 限 扩充 。- 

定理 4.2 说 明 对 每 个 1(X)€ F[X], 它 的 分 裂 域 是 存在 的 ,为 
了 要 说 明 它 的 唯一 性 , 今 陈述 域 的 同 构 概 念 . 

设 F, 工 是 两 个 域 ,映照 c : 下 一 工 ， 如 适合 

ox 二 y)=0o(r) ++oly) 和 ol(xy) = ol(x)oly); 

对 Vx，y EF 而且 olx) 一 0>x 一 0， 就 称 " 是 嵌入 ， 如 又 有 
ol 下 ) 二 上 ,就 称 0 是 一 个 同 构 ,特别 当下 一 L 时 , 称 0 是 自 同 松 . 

设 o :FF' 是 一 个 嵌 人 , 则 诱导 了 一 个 环 同 态 

§: FI[X] —> F’'[X]; 
AX) 一 > aX > IX) = FX) = Dy oa) XK 


i=0 i=0 


引 理 4.4. 0 : F 一 F' 是 一 个 域 同 构 , p(X)e FLX] 是 F [X] 
之 不 可 约 多 项 式 ,， 5(p)(X) 一 p(X)E FIX] 如 巨 一 F8) 和 
E' 二 FB ) 分 别 是 F 和 F' 的 扩充 ,这 里 有 p(8) 一 0 (在 巨 内 ) 和 
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p(B ) 一 0( 在 8 内 ), 则 0 能 扩充 为 8 到 EE 上 的 同 构 。 

证 ， 从 0 是 同 构 , pr(X) 是 F'[X] 之 不 可 约 多 项 式 , 现 在 5 : 
F[X] -> FIX] 是 二 个 环 之 闻 的 环 同 构 ,PP : FIX] 一 F'[X]/ 
(pr"(X)) 是 一 个 商 同 态 po6 : F[X] -> F'{[X1/(p"X)) 是 一 个 满 
的 环 司 态 ，Ker (p00) 一 《pC《X)), 所 以 FLX]/Cp(X)) 兰 F'[X]/ 
(p"X)), 而 由 定理 1.5 之 系 2,F(8) se FIX]/(p(X)) 二 F'[X]/ 
(p"(X)) 兰 F'(8)。 这 样 的 同 构 限制 在 5 上 ,显然 就 是 o.] 

定理 4.5. o : F -> F 是 一 个 同 构 ，j(XX)€ F[X】 和 对 应 的 
5(1)(X) 一 P(X)E FPF'[X], 设 E 是 1X) 的 分 型 域 和 忆 是 fr(X) 
的 分 歼 域 , 则 o 可 扩充 为 与 8 之 闻 的 同 构 . 

证 . 设 1(X)(1r(X)) 是 一 个 4 次 多 项 式 , 如 果 HX) 有 大 
x#) 个 根 不 在 F 中 ， 则 由 六 的 定义 FCX) 亦 同 样 只 有 个 根 不 在 
F’ 中 ， 现 在 我 们 对 作 归 纳 法 来 证 明定 理 ，, 

当 4 一 0 时 ,此 时 瑟 一 了 ，, 一下, 故 命题 自然 成 立 . 

设 一 1 时 定理 已 证 明 , 今 对 来 证 明定 理 亦 成 立 .假设 1(X) 
一 Pi(X) ps(X) 是 HX) 分 解 为 不 可 约 多 项 式 p(X),* ,p(X) 
之 积 , 则 F(X) 一 p7CX),"…, p?(X) 就 是 fCX) 分 解 为 不 可 约 多 
项 式 之 积 。 今 无 妨 假定 是 p(X) 至 少 有 一 个 祖 不 在 中 ,相应 的 
pr(X)》 亦 至 少 有 一 个 根 不 在 F" 中 ， 令 p(X) 的 这 个 根 为 5， 则 
pr(X) 的 这 个 根 可 取 为 忠 ， 册 由 引 理 4.4。 今 可 将 " 扩充 为 F(#) 
与 F'(os) 之 间 的 同 构 , 仍 记 之 为 v。 由 分 型 域 的 定义 F(8)CE 
和 FE'(cs)CE'。 今 将 帮 X) 与 j(X) 分 别 看 成 是 F(§) 与 F'(08) 
上 之 多 项 式 , 则 它们 至 多 有 太一 1 个 根 不 在 F(5) 与 FCo8) 上 ， 
则 由 归纳 假设 ,可 将 FG) 与 F'(03) 之 间 的 同 构 扩充 为 f(X) 的 
分 裂 域 E 和 所 (X) 的 分 裂 域 EF 之 间 的 同 构 .] 

系 ./(X) € FIX], 则 它 的 任何 两 个 分 裂 域 都 是 同 构 的 ， 

一 般 的 如 FCE, FCE', 且 有 oc:F 一 和 rf:E 一 BE 是 
二 个 嵌入 ,而 且 r1F 一 0, 就 称 r 是 在 " 上 的 嵌入 、 如 果 下 一 F， 
0 是 恒 同 , 则 称 7 是 在 F 上 的 嵌 人 . 

定义 4.6. 如 1(X)、gCX)€ FLX], 称 fCX)、g《X) 有 公 根 ,如 
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果 存 在 域 E 是 的 扩充 和 a ,使 f(0) = glo) 一 0. 

定理 47。 1CX), 8(X)e F[X]， 则 f(X), g(X) 在 F[X] 内 
无 公 因 子 <>1(X), g(X) 无 公 根 ， 

证 .< 这 是 显然 的 ， 

之 如 帮 X)，g(X) 在 F[X] 内 无 公 因子 , 则 存在 p(X), p(X) 
E F[X], 使 PCXD)KX) 十 4X)8CX) 一 1 由 上 和 8 的 分 裂 域 的 
定义 ， 可 找 一 个 王 的 扩充 天 而 且 天 还 包含 上 和 8 的 分 裂 域 , 同样 
F[X]CK[X], 所 以 p(X)f1(X) 十 4(X)g(X) 二 1 在 KK[X] 中 亦 
成 立 ， 如 1(X)，g(X) 有 公 根 a€ K， 则 0 = gC(o)f(0) + g(a) 
g(a), 这 与 p(X)f(X) 十 p(X)g(X) 一 1 矛盾 ,] 

定义 48. 1(X)€ F[X], 设 0 是 1(X) 的 根 ; 如 1(X) 在 它 的 分 
裂 域 中 分 解 为 一 次 式 乘 积 时 ,只 出 现 一 个 (X 一 o) 因子 , 就 称 。 
为 判别 的 ,或 说 是 多 项 式 {CX) 的 单 重 根 ， 如 果 KX) 在 它 的 分 
裂 域 中 分 解 为 一 次 式 乘积 时 , 出 现 人 (K > 1) 个 (X 一 oa) 的 因子 ， 
就 称 c 为 大 X) 的 # 重 根 . 

对 V(X) € FRIX]，HX) 一 ooX? 十 … 十 an-X 十 ao， 我 们 
定义 它 的 形式 导数 了 CX) = naoX”! 十 ，… 十 4a，。 易于 验证 这 样 
定义 的 形式 导数 满足 导数 的 基本 性 质 , 即 Vi(X)、g(X)€ FL[X]， 
有 GX) + gC(X)) 一 7X) + g (X) 和 (fCX) ECX)) = f(X) 
g(X) 十 1(X)g《*)， 因 此 如 果 人 (X) 有 (克之 1) 重 根 a, 则 a 必 
是 CX) 的 根 . 

定理 49， 设 p(X) 为 对 域 F 的 极 小 多 项 式 ， 则 p(X) 的 所 
有 根 缘 判别 。 

证 . 设 p(X)==X? 十 oaXc: 十 … 十 asaX 十 qa, 则 它 的 导 
数 p(X) 二 nnX" 十 (xn 一 1) aX" 了 十 十 4n， 由 于 是 特 
征 为 0 的 ,因此 p(X) 产 0, 现在 由 pCX) 是 在 FLX] 中 不 可 约 的 ， 
故 p(X) 与 p(X) 在 FL[X] 中 没有 公 因 子 , 由 定理 4.7p(X) 与 
p(X) 没有 公 根 ,所 以 p(X) 的 所 有 根 都 是 判别 的 . 

设 F 是 一 个 域 ( 不 一 定 是 特征 为 0 的 ), 1(X)€ F[X] 是 一 个 
不 可 约 多 项 式 ， 如 果 它 在 它 的 某 个 分 裂 域 中 可 分 解 为 互 不 相同 的 
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一 次 因 于 的 乘积 ， 就 称 这 个 不 可 约 多 项 式 在 上 可 分 的 ， 如 元 素 
% 是 在 域 F 上 代数 的 ， 若 o 的 极 小 多 项 式 是 在 F 上 可 分 的 ， 就 称 
元 素 是 在 F 上 可 分 的 。 现 在 如 域 E 是 域 F 的 代数 扩充 , 若 对 
Ya&€ ,都 是 在 F 上 可 分 离 的 就 称 E 是 域 F 的 可 分 扩充 (separable 
extension)。 由 定理 4.9 可 断言 ， 特 征 为 0 的 域 的 任 一 扩充 都 是 该 
域 上 的 可 分 离 扩充 ， 

定理 4.10. 设 c、p 都 是 关于 域 F 代 数 的 , 则 有 7， 使 

F(a, 8) = F(Y) 

证 . 断言 31€ F, 使 F(a 十 18) 一 F(a, B)， 若 不 然 , 则 
Vi€ F,， BK F(a 十 18). 今 对 任意 固定 的 一 个 tz€E F, 设 8 对 于 
F(a 十 18) 的 极 小 多 项 式 为 @，deg go 之 2。 命 0 对 于 FF 的 极 小 
多 项 式 为 f,，8B 对 于 F 的 极 小 多 项 式 为 8. 今 f{/、8 均 可 以 看 成 域 
F(a 十 tB) 上 的 多 项 式 。 由 go 是 对 于 域 Fle 二 8) 的 极 小 多 项 
式 ,由 命题 2.4 golg. 

令 7 三 & 十 圾 , 又 命 KX) 一 J(7 一 1X),h(8) = f(a) 一 0， 
所 以 亦 有 golh. 设 f 的 根 为 a 二 a,m,，… ,0,, 和 & 的 根 为 二 8， 
Bi，,…, Bm， 因为 gol8, 故 所 有 {go 的 根 }C {Pi,-…,Bm}， 由 gol%， 
故 go(5) 二 0 二 4 (58) 二 0, 由 deg go 之 2， 故 有 Bj，i1, 使 
go(B;) 一 0， 则 有 48) 一 0 一 了 (7 一 Bi) 一 0, 所 以 7 一 1B; 是 
f 的 根 ， 因 此 7 一 /6; 二 (这 a; 是 a,"… ,a 中 之 某 一 个 ), 由 
(a 十 夫 ) 一 18; 一 ww;， 得 到 


f 


8 一 Bi 

现在 8 一 Pl，B; 之 ij > 1, 由 定理 3.9 知道 8 的 所 有 根 皆 为 判别 ， 
因此 8 一 p; 0. 

上 面 : 的 表达 式 表示 F 中 任 一 上 一 定 有 这 样 的 表示 , 由 {oa} 
和 {8;} 都 只 有 有 限 个 元 索 , 所 以 这 样 就 成 为 一 个 有 限 集 。 但 是 
前 面 已 讲 过 特征 为 0 的 域 均 有 有 理 数 域 9 为 其 之 子 域 ， 因 此 这 是 
矛盾 的 .因此 必 3re F, 使 F(a, 8) = Fla 十 16).] 

定理 4.11. 《本 原 元 素 定 理 ). 如 [E : F] < co, 必 有 7Y€E， 
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使 已 一 FK7)， 

证 . [E:RF] < oo, 则 在 互 中 有 有 限 个 元 素 m1,*……, oo 作为 域 
F 上 向 量 空间 的 基 生 成 ， 因 此 E 一 F(o:….，m)， 其 中 每 个 
% ;1 万 i1 志 zn 都 是 关于 域 F 代 数 的 。 

定理 4.10 已 证 明 ” 一 2 时 定理 是 成 立 的 , 现 假定 当 n 一 《一 
1 时 ， 定理 已 成 立 ， E= F(m,**, ak) 二 F(oa ……， ok-D(Coau) 。 
由 归纳 假设 ,3y1€ F(a…， ot), 使 FCs at-D 一 下 (7yD， 
因此 已 一 F(yD (ox) 一 F(y1, ct)， 再 由 定理 4.10。 37Y€B 一 
F(ytb at)， 使 巨 一 FCy).] 
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附录 二 层 论 简介 


本 附录 对 层 论 (sheaf theory) 作 一 简单 介绍 ,只 假定 读者 具有 
点 集 拓 扑 的 基本 知识 与 了 解 Abel 群 的 基本 概念 


§1 层 的 定义 与 基本 性 质 


定义 1.1， 设 XxX 是 一 个 拓扑 空间 ，Q2 x 表示 XX 所 有 开 集 所 成 
之 族 ,对 每 个 UE Ux 对 应 有 一 个 Abd 群 多 -(U)， 且 对 于 两 个 
U,V EUx; 如 果 UDV, 则 有 一 个 Abqd 群 同 态 ou : 多 (0) 一 
多 (7). 车 (ZF (U)， pu,p)uewx 满足 如 下 三 个 条 件 : | 

(51) 对 任意 的 U,V, WEBUx, 且 有 UDV>W, 则 有 

puw 一 pvwopvuv, (1.1) 


(2) 如 口 , 《Up)iel 都 是 XX 的 开 集 ,而 且 0 一 U Us, 如 果 ]， 


FE 多 (U) 且 对 Vie7z 有 pu,vi(f) 一 Puvi(8), 则 # == g. 

(3) 如 口 , 《Uijiel 都 是 X 的 开 集 ;而且 U 一 U U1， 如 对 每 
个 i€E I， 有 一 个 fi€ (Ui) 且 适 合 

popuinui(f) = punvinv;fi), 

对 Vi, jE1 与 UnDi 关 和 则 一 定 存 在 一 个 1€ 多 (U) 使 得 
puwi(f) 一 大 对 所 有 的 iEl. 

这 样 的 《多 《U0)，puv)vewx 就 称 之 为 拓 扩 空间 X 上 的 一 个 
Abd 和 群 层 (或 简称 群 层 )。 

注 ， 上 面 定义 中 的 多 (7) 是 Abel 群 ，puvy 是 Abel 群 同 
态 是 定义 群 层 的 要 求 ， 事 实 上 一 般 层 的 定义 亦 可 以 是 对 其 他 代数 
范畴 ;例如 环 、 模 等 ,此 时 .多 (7) 就 要 求 是 环 、 横 而 相应 的 pvy 则 
是 环 同 态 、 模 同 态 等 。 本 附录 中 只 讨论 Ab 群 层 , 因此 凡 提 到 层 
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均 是 指 Abd 群 层 . 
例 、X=R* 是 ” 维 欧 氏 空间 , Wx 是 R" 中 所 有 开 集 之 族 ,对 
R" 中 任 一 开 集 0， 多 《7) 是 U 上 5C” 通 数 全 体 , 对 函数 的 点 加 法 
多 (7) 成 为 一 个 Abel 群 . 对 Ra。 的 两 个 开 集 9， 了 且 0 DT7por 
即 是 将 Z 上 的 c” 函 数 限 制 在 了 7 上 的 限制 映照 ,显然 por 是 
多 (U) 到 ,多 (7) 的 一 个 Abel 群 同 态 .易于 验证 这 样 的 (多 (7)， 
pu,v)vewrr 满足 定义 1.1 中 之 (0 ，(9) 和 (53), 因此 它 是 X 二 R" 
上 的 一 个 层 . 
为 了 叙述 一 个 层 的 相伴 空间 的 定义 ， 这 里 有 必要 提 一 下 直接 
极限 的 定义 . 
3 一 {4, 5, c，"……} 称 之 为 是 一 个 有 向 集 ,如 果 在 5 上 有 一 个 
自 反 ,传递 关系 < ( 即 a<a; a<65, b<c 过 aXc), 使 对 Va、b 5， 
必 3c 《5 使 c<a 和 cxb (注意 有 向 集 的 定义 中 并 不 要 任何 二 个 
元 素 a\b 之 闻 必 有 a<b 或 5b<a 的 关系 )。 {CG,)se ss <， | 称 
为 有 向 集 S 上 的 Abel 群 系 ,如 果 G。 都 是 Abd 群 ; 对 “< 有 群 同 
态 pss。: Gs Gs, 而 且 它 们 满足 
pu 一 恒 等 映 照 ; 
(pp, 一 pu 当 a<b<e. (1%2) 
现在 在 有 向 集 5 上 的 Abel 群 系 内 可 引进 一 个 关系 : 如 
rp€E Gs, KE Ge ty ~ te<>d4€5 且 a<b 和 a<c, 使 得 
posxs) 一 palxe). 
引 理 12， 上面 引进 的 ~ 关系 是 一 个 等 价 关 系 而且 等 价 类 的 
集合 中 有 一 个 自然 的 Abel 群 结构 . 
证 ， 要 证 有 明 上 面 引进 的 ~ 是 一 个 等 价 关 系 ， 即 要 证 明 ~ 是 自 
反 、 对 称 与 传递 的 。 ~ 是 自 反 、 对 称 是 显然 的 , 现在 要 证 明 它 是 传 
递 的 ， 设 有 xse Gs, xo€ Go; zs ~ to 另外 有 za€ Gas; xs ~ xes 由 
关系 ~ 的 定义 存在 8 ES 且 b<b 和 <cs 使 pps'(x5) 一 poor(zc)i 
同样 存在 4 E55 且 4d <ad 和 d'<c 使 paar《xa) 一 pear(Xc), 由 5S 是 有 
向 集 , 故 3a€5 且 a<& 和 a 4d’, 则 由 《1.2) 
pixp) 一 posopbs’ (Xe) ™— porsopes (Xe) 一 pa(zo) 
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一 pasopea xe) 一 pureopadr(za) 一 pua(xz)， 
此 即 * ~ x*a， 因 此 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . 
对 Vx,€ Go 记 [zo] 为 x 的 等 价 类 ， 今 对 Yxee G. 和 xse Go， 
由 $ 是 有 向 集 , 3a € $; a<c 和 “<p 今 定义 
[xs] + [ze] = [pselxs) + palxe)], (1.3) 
现在 首先 来 说 明 这 个 定义 是 有 意义 的 ,这 首先 要 证 明定 义 (1.3) 与 
< 的 选取 无 关 , 其 次 要 证 明 如 果 x ~ x,, 则 
[zx] + [x] 一 Ex] + [xel]. 
设 a E58; a <6 和 4a’<c, 则 由 5 是 有 向 集 34d€E5;d<a 和 4d<a， 
由 (1.2) 
pado (pbaCxs) + pa Xte)) = psalxs) 十 pealxe) 
一 oorio(pin(z5) + pes(xe)), 
所 以 【ppoCxs) 十 peakxo)] 一 [ppw(xs) 十 pw《xce)]。 现 在 设 xov Co 
x5 EG 且 xo ~ *%。 今 要 证 明 对 Vxc€ G.， 有 [xw] 十 [ze] = 
[x4] + [zd] 由 ao ~ zo, 因此 有 a<5b 和 a<i 之 aeES 存在 使 
psn(zo) 一 psa(xs')， 再 由 5 是 有 向 集 , 34 《5S; 4<a 和 d<c， 则 
按 定义 [1.3] 
[ze] 十 [xe] = [palrs) + pealxe)] 
一 [oseopeore(zo) 十 pea(xe) } 
一 [psaopseCxs) + pealxe)] 
= [osa(xs) + pealxe)] 
一 [xs] 十 [xe]. | 
由 于 两 个 Abel 群 间 的 群 同 态 , 零 元 素 的 同 态 像 必 是 零 元 素 ， 
因此 对 Ya & 5S; G。 的 零 元 素 0。 都 是 相互 等 价 的 ,所 以 这 个 等 价 类 
的 集合 中 的 零 元 素 【0] 一 [0。]， 这 里 0, 可 以 是 任 一 G。 中 的 零 
元 素 . 
对 Vxs€ Gs, — [zz] 一 [一 xo] 
最 后 要 验证 定义 (1.3) 所 定义 的 “十 ”运算 满足 结合 律 , 即 对 
Vxo€ Ges #5 €E Gs 和 xe€ Gs 有 ([xo] + [x6]) + [re] = [7x] 十 
([xs] 十 [x*.]). 今 由 S$ 是 有 向 集 , 34€5; 使 4<a, 4<2 和 4<e， 
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则 按 (1.3) 
[xs] 十 [xs] = [ou 人 (zx + poalxs)], 
《fxz] 十 [ri]) 十 [xce] = [peslxo) + poalxs) + pealxe)], 
同样 
[xs] + [x] 一 [psalxs) 十 pca(xo)]， 
[xo] 十 (《[x] 十 [x-]) = [oss(zo) 士 psalxs) 士 os(xc)]， 
故 “ 十 ”运算 的 结合 性 得 到 证 上 明 。 另 外 由 《1.3) 
[xz] 十 [zs] 一 [ou(xo) + psxs)] 
一 [ou(xs) 十 ou(xzo)] 一 [xs] + Lx]. 
这 样 我 们 便 在 这 个 等 价 类 的 集 上 定义 了 一 个 自然 的 群 结构 .] 
记号 : 今 用 G 记 这 个 等 价 类 集 ,表示 为 
G = limG, (1.4) 


称 G 为 {G.}。es 的 直接 极限 . 

系 . 对 Va € 5S, 映照 

pe :Ce 一 C， 
> [ze]， 

是 一 个 群 同 态 . 

证 . 实际 上 (1.3) 蕴含 了 wm 是 一 个 群 同 态 ， 设 Yxs, ye G。 

ps(zs) 十 ps ya) 一 [rs] + Lys] = [ou(ro) + pol ya)] 

m= [xs yo] = palxs + yo) .1 

注 ， 直 接 极限 的 定义 (1.4) 并 不 是 一 定 要 求 Cs Yae 5 一 定 
是 Abel 群 , 对 于 在 一 个 有 向 集 上 环 系 、 模 系 同 样 可 以 定义 直接 极 
限 ,此 时 ps 就 要 是 相应 的 环 同 态 、 模 同 态 。 但 是 ps 要 适合 (1.2) 
是 根本 的 。 那样 定义 出 来 的 直接 极限 亦 有 相应 于 引 理 1.2 的 结 
果 . 

现 设 (BF (U), py,v)ve wx 是 拓扑 空间 六 上 的 一 个 子 层 ,对 
Vx EX; 人 BL ,表示 x* 的 开 邻 域 全 体 , WU .对 于 集合 的 包含 关系 来 讲 
成 为 一 个 有 向 集 ( 即 如 果 U，VE U,VCU 就 认为 VY<U， 则 
YU,VEU,,3WEU,, 使 WCU 和 WCV， 这 个 到 的 存在 是 
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显然 的 , 最 简单 的 取 Ww = 二 UNV 就 可 以 了 ; 这 就 表示 习 灰 《< 。， 
使 本 <D 入 <V), 和 而且 pwr 满足 (50), 所 区 {GCB CU))oex 
<， puv} 是 有 向 集 B, 上 的 一 个 Abel 群 系 ,因此 可 按 刚才 讲 的 方 
法 在 UU 多 (0) (或 (多 (U))oews) 上 引进 一 个 等 价 关系 , 即 对 


VieE gCU) 和 ge 9LV), 如 果 3WE WU; 使 
puwlf) 一 pr,w(g)， 
就 说 是 / ~ g。 这 个 ~ 是 一 个 等 价 关 系 ，U 多 (0) 按 这 个 等 价 
关系 所 得 的 等 价 类 的 集合 氏 。, 则 
多 -一 lm FV), (15) 


VEYU 


由 引 理 1.2 知 这 个 多。 有 一 个 自然 的 Abel 群 结构 .在 这 里 对 
YU EMU: 和 Vie .ZB (VU)， 用 [1]; 家 示 了 的 等 价 类 , 则 由 引 理 1.2 
的 系 知道 对 每 个 UE BW, 有 一 个 自然 的 群 同 态 pv,x 
PUsx : 多 (0) 一 多 
了 一 [ 门 ， 一 pu,x(f). 
根据 等 价 类 的 定义 ,对 于 VCU 和 WV、U€ BU, 自然 有 下 面 的 等 
式 
pU,s 一 py,xopy,y, (1.6) 
现在 对 集合 多 -， 赋 以 拓扑 如 下 : 对 XX 的 每 个 开 集 U ,对 


vy€U，, 则 ve,. 今 对 每 个 1€ (DU) 对 应 于 一 个 Uz. 


的 子 集 {[ 有 ,jy € 器}; 所 有 这 样 的 集合 (对 X 中 所 有 的 开 集 U 与 每 
个 多 (7) 中 所 有 的 旋 可 作为 出 多。 的 开 集 基 。 首 先 所 有 形 如 


{[ 几 ,ly € UVU} 的 集 之 和 就 是 Uz., 其 次 设 {[ 站 ,ly E01} 与 
{[g]yjy eV} 是 交 为 非 空 的 两 个 这 样 的 集 , 设 [条 ,€ 多 . 是 属于 
这 个 交集 的 ， 这 里 hE 8H(W)，W EU:。 由 多; 的 定义 知道 
x EUNV 而 且 有 开 集 WiCWNU 与 WCWNV, 使 + EWIfW， 
而 且 有 

pww.(h) = pu,w,(f), 
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和 
PDw。 w,(h) 一 pyw(8)3 

分 别 在 上 面 二 个 等 式 之 两 端 分 别 作 用 上 PwWiWw NW 和 OW, WNw, 就 
得 到 

puwinw,(f) 一 pw,wiNnw,Ch) pvy,w Nw, C8), 
此 即 表示 {Tpw,winw,《8)]y : y € Wi 人 Ws} 是 包含 于 {[1], : ye D0) 
与 {[g1,1yeV} 之 交 的 ,这 就 表明 了 所 有 形 如 {[f],1y EU} 的 集 ， 
是 满足 开 集 基 的 条 件 , 由 它们 所 决定 的 Uz. 的 拓扑 ,使 其 成 为 
一 个 拓扑 空间 , 记 之 为 字 一 UZ.. 


另外 有 一 个 袍 到 拓扑 空间 X 上 的 自然 投影 映照 = : 安 一 
XX; x(F,) 二 x+， 这 里 久 , 一 x!(x) 是 一 个 Abel 群 ， 显 然 这 
个 = 是 连续 的 ， 因 为 对 任 一 X 的 开 集 UU。，V[f],€ a"'(U)、， 如 果 
fEF(W) (这 个 W EU:),， 则 {[pwunw(1)]ylyEUNwW} 是 
[f]; 的 一 个 开 邻 域 且 它 是 包含 于 x《U) 的 ,这 就 证 明了 x '《U) 
是 安 中 的 开 集 , 故 # 是 连续 的 ; 而 且 对 . 屯 的 开 集 基 中 的 每 个 元 
素 {[f],ly EV, 1€ 2 (V)}， 它 在 * 之 下 的 像 正 好 就 是 X 中 的 开 
集 V, 因此 x 又 是 一 个 开 映 照 . 

定义 13， 上 面 定义 的 《〈, 立 ，z，X) 就 称 之 为 层 《多 (U)， 
pu)usss 的 相伴 空间 多 。= wx:(z) 这 个 Abel 群 称 之 为 * 点 
上 的 苍 (stalk). 

定理 i.4. 设 〈. 痉 ，x*，X) 是 拓扑 空间 X 上 的 层 (8 (U)， 
PUv)Ueax 的 相伴 空间 , 则 有 

(1) x : . 疡 一 X 是 一 个 局 部 同 肥 ， 

(2) 对 VzeX，mrI(z) 一 ,是 一 个 Abel 群 > 

(3) 群 运算 对 于 字 的 拓扑 是 连续 的 . 

证 ，(2) 是 显然 的 , 故 只 要 证 明 《1 与 《3)， 

证 (1), 对 v[1.eg.C 疙 ,这 里 1€ FB (U), UE WU:. 
则 集 {[ 有 1],1y EU} 是 [有 ]; 的 一 个 开 邻 域 , = 将 它 一 一 地 上 映 为 U， 
另外 已 知 = ; 站 一 X 是 开 连 统 映 照 ,而 {[ 有 ],jy 《U} 是 安 中 的 
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开 集 ,因此 将 x 限制 在 {1 用 ,1ye U} 上 依 是 一 个 开 连 续 映 照 ; 因 此 
是 将 {[ 有 ,1y€ 品 } 拓扑 地 映 为 U, 这 就 证 明了 x 是 局 部 同 胚 。 

证 (3), 在 证 (3) 之 前 , 先 用 精确 的 数学 语言 来 解释 一 下 “和 群 
运算 对 , 的 拓扑 连续 ?” 的 含义 . 疡 X 寡 表示 拓扑 空间 . 疡 与 
其 自身 的 拓扑 积 所 成 的 积 拓扑 空间 . 

疙 o 疙 一 人 (8)6 产 xX 产 |<h 一 所 9)， 
房 * 状 是 多 X 多 的 子 拓扑 空间 〈 即 在 , 状 ". 鹤 上 央 以 诱导 拓 
扑 )。 现 有 了 映照 
Mm: . 房 o 六 一 产 ; 
(W，8) FF> 一 8， 
是 有 意义 的 , (3) 妈 是 指 这 个 映照 名 是 连续 的 . 

由 于 连续 是 一 个 局 部 概念 ， 故 只 要 局 部 地 证 明 就 可 以 了 . 对 
VY([ 四 [ge 六 。 疙 (对 于 ,六 中 之 点 [用 :之 下 标 * 就 是 表示 
这 个 元 素 在 茎 多 ,一 xx) 上); [有 :一 [gj]: 对 [fj 一 
[g]: 的 任 一 开 邻 域 4, 不 失 一 般 性 我 们 可 取 集 4 = {[4],|y EDU; 
hE (D)}), 现在 任 取 [ 力 : 的 一 个 开 令 域 

{flly eV; je 多 (7D) 
和 [gj; 的 一 个 开 邻 域 {[g]y|?e723 886 多 (TD)， 则 376Buri 
VCvViflV,, 
[ 力 。 一 [g]: 一 [pv,,v lf) 一 porur(8g)]。 

现在 pu,:(4) 一 中。 一 [gl]s 二 py,xCpviwv(f) 一 pv.v《#))， 因 此 
根据 等 价 类 的 定义 必 存 在 WW 2 :, 使 得 

puw(h) 一 pv,wo (pvr(f) 一 Py,» v8)), (1.7) 
这 里 WCV 与 WCU. 现在 取 [ 用 :的 开 邻 域 B 一 {[f1l,|y Ew} 
和 B， 一 {[g],|y.EW} (因为 由 (1.6) 对 UV; U,V ER， 
pws 王 pyropuwv。 因此 对 VE (V0) 和 Wy€V, [fy 二 po;y(f) 二 
pv,yopuv(!) = [pv,rv Cf],, 在 上 面 的 Bi 和 8B， 中 的 [有 ], 与 [gl,, 
严格 地 讲 应 写成 [po,w( 有 )]， 和 [erw(g)]*。 由 刚才 的 叙述 中 知 
道 它们 就 是 [f], 与 [g],)。 令 BB 一 (Bi1X DB 站 (天 。 疗 ) 为 
密 o 字 中 之 ([ 有 ];, [817) 之 开 邻 域 , 则 
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m(B) = {{1], — [ge]ylyé w}, 
由 (1.7) 与 等 价 类 的 定义 ,对 YyEW ， 
上] 一 pw,y°Pu wh) 一 pw,y°pvw()) 一 pr,yooyz(g) 
一 [1], — [g],， 
所 以 m(BD)C4， 这 就 证 明了 《3). 

注 。 有 些 书 上 将 满足 定理 1.4 的 (1)、(2) 和 (3) 的 〈. 产 ，， 
X) 称 之 为 层 ,而 将 本 附录 定义 1.1 定 义 的 层 称 之 为 完备 预 层 《com 
plete presheaf ) 。 

定义 1.5. 设 (. 鹤 ,*,X) 是 一 个 层 的 相伴 空间 ,对 YI € Wx， 
一 个 从 了 7 到. 产 内 的 连续 映照 思 称 之 为 是 UU 上 的 截 影 ,如 果 其 适合 

zof 一 1du。 
(idu 是 表示 马上 的 恒 等 映射 ,下 标志 是 表示 恒 等 映 照 ia 所 在 的 空 
间 , 以 后 在 不 致 引起 混淆 时 , 一 般 就 用 iz 而 不 青 表明 恒 等 映照 所 
在 的 空间 .) 

设 } 是 U 上 的 一 个 截 影 , Yr EU 在} 之 下 像 用 (x) 来 表示 ， 
由 于 ze 一 jd, 因此 对 Vx EU, 了 (x) Ex 1(x) 一 多 :对 X 之 任 
一 开 集 U, 用 符号 T(U,. 产 ) 表示 口上 的 截 形 全 体 所 成 之 集 , 在 不 
致 于 引起 混淆 时 ， 有 时 亦 用 T (UV) 来 代替 T(U，. 准 )， 对 Yj， 
g ET(U， 宅 )， 则 可 定义 一 个 新 的 截 影 了 +g, (十 闪 (x) 一 
7Cx) 十 F(x)， 由 于 定理 1.4 的 (3) 知道 群 的 运算 对 安 的 拓扑 是 
连续 的 ,所 以 了 十 多 亦 是 在 U 上 连续 的 ,至 于 xO 二 外 一 i4 则 是 
显然 的 。 茎 .多 .之 零 元 素 用 0; 表示 、 在 引 理 1.2 的 证 明 中 已 指 
出 对 X 之 任 一 开 集 U, 8 (U) 的 零 元 素 OCU), 它 在 Yy 《UV 之 等 
价 类 [6(U)], 一 0,， 因 此 截 影 bo : U 一 痉 ，bo() ~ 0. 就 
是 U 上 的 一 个 零 截 影 ; 对 Vje T(U，. 祈 )， 有 ?二 Go 一 了 . 同样 
对 ver(U。 祈 ), 定义 截 影 一 ?为 (一 (x) = 一 1(x), 则 自然 
有 了 ?十 (一 芒 一 Go, 对 ,2 6T(I， 实 ) 成 立 有 等 式 
(了 十 区 十 8 一 7 十 (十 太 与 ?十 E 一 E 十 7 了 都 是 显然 的 ,因此 
F(U，. 产 ) 对 于 截 影 的 加 法 成 为 一 个 Abd 群 ， 

在 定理 1.4 的 (1) 中 ,我 们 证 明了 对 Yf6 多 (0), = 是 将 . 关 

。257 。 


的 开 集 {[j],|y6D} 拓扑 同 压 地 映 为 局 , 今 用 ? 表示 此 时 = 的 逆 
映射 
1:U—{[f],ly UV}, 
yF> [1],. 
这 个 了 无 疑 是 连续 的 ,而且 <e 一 i4， 因 此 这 个 了 ET(V, 实 ), 亦 
就 是 讲 对 每 个 je 多 (7)， 对 应 了 一 个 Per(0， 六 ). 

定理 1.6. 设 〈(. 关 ,rr X) 是 层 (FF (UV), PU'y) Ue wx 的 相伴 
空间 , 则 有 

(1) 映照 匠 : :X ~ 产 ， 

xHF-> 0O。(. 多 :的 零 元 素 )， 
是 X 上 的 一 个 截 影 , 即 6x ET(X; . 产 ) 

(2) 设 忆 为 X 的 任 一 开 集 ，ve T(U，. 疙 ) 之 像 集 Im(7) 一 
f(x)|lxeEU} 是 写 中 之 一 个 开 集 , 

(3) 设 U 为 XX 的 任 一 开 集 ,对 V7, g ET(U, 写 ), 点 集 E = 
{rEUI|7Cx) 一 (x)} 是 X 的 开 集 . 

证 ，(1) 由 直接 极限 的 定义 知道 , 对 Vx EX,，YU€ UY, 今 
用 ov 表示 多 (7) 的 零 元 索 ， 则 有 0: 一 [0v]:。 今 Ox 是 
多 (X) 之 零 元 素 ， 因 此 0; 一 [0x]:， 故 Ox 就 是 Ox 对 应 的 截 
影 . 

(2) 设 了 ET(D, 切 ), Im] = {1(y)|y EUV}, 今 对 Vr€UD， 
取 7(*) 的 一 个 形 如 {[g],lg EF (V)，[g]: 一 了 x), VCU} 的 
}(x) 在 . 安 中 的 开 邻 域 ,由 了 的 连续 性 3 一 个 WE Us, 使 

ow)C{[lel le EeE FV), Lgls = Hx), VECU}, 
因此 对 Vy EwW, 有 7Cy) 一 [81,, 因此 7 了 x) 的 开 邻 域 
{{gl,ly€ WwW}CImm (0); 
所 以 ImQ) 是 一 个 开 集 . 

(3) 对 vY, geT(U， 产 ), 由 (2) 知 ImG 一 及 是. 冶 中 之 
开 集 ,由 (1) 知 X 上 的 零 截 影 0x(X) 亦 是 这 中 之 开 集 ,由 * 是 开 
映照 , E = {y EVIGy) 一 gCy)} 一 x(OxC《X)NNIm(f 一 8)), 故 
是 开 集 .] 
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系 . V7, ge T(U，. 交 )， 如 果 对 某 个 xk6 D7CO 一 kz)， 则 截 
影 ?, # 必 在 x 的 一 个 开 邻 域 中 相等 ， 

证 . 定理 1.6 的 (3) 的 E 就 是 截 影 7, 多 等 值 的 点 ,已 知 其 是 开 
集 , 又 有 ze BE, 故 巨 是 一 个 非 空 开 集 , 因此 是 x 的 一 个 开 邻 域 ,] 

定义 1.7， 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，< 人 yx* 表示 X 之 所 有 开 集 之 
族 , 设 (多 (7), poor》 和 (多 (7), phv) 是 X 上 的 两 个 层 , 今 对 每 
个 UEUx， 有 一 个 群 同 态 pv : 多 (7) 一 乡 (T)， 而 且 群 同 态 
族 {gujvewx 对 YU、V EBAx 且 VCU 有 下 面 的 交换 图 成 立 


Pu,v 


FU)—> HF (V) 
Pu py spuvo py 一 pyopoy% (1.8) 
Pu,v 


多 (7) 一 > YY) 


.这 样 的 {pojpewx 就 称 之 为 计 (多 (U), pu,vj)ue Mx 到 层 (多 (U)， 
poor)ueex 内 的 层 同 态 . 
我 们 一 般 用 {gv} :《 久 (VU)，po,v) 一 (多 (7)，pup) 表示 
之 。 | | . 
定义 1.8. 设 (8 (0), pu,r)vewx 和 (多 (DU), pv,v)vemx 是 
拓扑 空间 X 上 两 个 层 ， 今 有 层 同 态 . 
{9o} : (FU), pvr) > (FV), por) 
和 层 同 态 
{bo}: (GU), par) > (FU), pov), 
而 且 有 guogv 一 id 和 gvoqv 一 id， 则 称 {pu}vewx 是 层 
(BF (0), pyrv)vewx 到 层 (多 (VU), po,v)vewx 上 的 层 同 构 ， 也 说 
(多 (0)， ppy)pewx 与 (多 (DD)， pby)us Wx 是 同 构 的 . 
定义 1.9, 设 ( 字 ,x,X) 和 (多 ,区 , X) 分 别 是 拓扑 空间 
XX 上 的 两 个 层 的 相伴 空间 ，m : 啼 一 多 是 一 个 连续 映照 ， 且 适 


合 


(1) m 是 保 茎 (preserves stalks) 的 , 即 对 Vf Ex (x) 一 访 ，， 
则 mf) Ex 全 1x) 一 多,; 对 所 有 的 *+&€ XX 者 成立 
《2) 和 限制 在 莹 上 是 群 同 态 , 即 
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m= mF: .> YS, 

是 一 个 群 同 态 

这 样 的 w 称 为 层 相 伴 空间 . 字 到 层 相伴 空间 多 内 的 同 态 . 

定义 1.10. 如 果 (. 冯 ，*, X) 和 ( 少 , x*,X) 之 假定 同 定义 
1.9,， 7 : 咏 一 学 和 加: 名 一 产 是 两 个 层 相伴 空间 之 闻 的 同 
态 , 且 有 mem 一 这 和 mom 一 这， 则 称 m : 写 一 多 是 一 个 层 
相伴 空间 的 同 构 .也 说 〈. 疗 , =, X) 和 (多 ,x ,X) 是 同 构 的 . 

对 于 层 (CD)， poy)oewx 的 相伴 空间 一 > XxX) 上 的 截 
影 的 集 T(U, 态 ); 对 每 个 X 的 开 集 5 , T(U, 字 ) 是 一 个 Abel 
群 。 如 果 VCU, 则 定义 一 个 限制 群 同 态 

pby : T(U, 分 ) 一 T(V, 字 ); 
-> 71Y, 

《这 里 7e FT(U， 疙 ) 是 任 一 截 影 ,了 IV 一 po,v 人) 即 表示 了 限制 
在 V 上 所 成 的 VV 上 的 截 影 ) ,由 定义 自然 有 等 式 

pouw = pywopov; SU, VW eR SUOVOW,. (1.9) 

所 以 《TT(0, 这 ), po,r)oewx 亦 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 Abcl 
群 层 ， 称 之 为 〈. 闹 ,xz, X) 的 截 影 层 ， 

定理 1.11. (FF (0)，pov， Doswa 是 拓扑 空间 X 上 的 层 ， 它 与 
它 的 相伴 空间 的 截 影 层 (T(U), et por)oe Wx 是 同 构 的 。 

证 . 对 拓 扩 空间 X 的 任 一 开 集 U, Y16 多 (人 U)， 可 以 对 应 于 
一 个 U 上 的 截 影 了 ET(U), 其 中 交 x) 一 [四 :, 对 Vx € UU。 今 作 群 
同 态 

go : HU) 一 TI77; 
了 F-> 了 ， 

对 所 及 的 开 集 ， 都 这 样 的 定义 群 同 态 {qvjvewx; 易于 验证 
{pu}vew; 是 (FF (DV), pu,v)ve ex 到 (TC(U), poy)ueewx 的 子 层 
同 态 . 

反之 , 设 jET(U) 是 任 一 开 集 UU 的 截 影 ,由 定理 1.6 之 (2)， 
Im(7) 一 {7(x)jz EU} 是 安 的 一 个 开 集 , 对 Vy EU, 取 0y) 的 
一 个 在 .人 的 拓扑 基 中 的 开 邻 域 {[fr],1z《 UV,}， 这 里 VU, 是 > 的 
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一 个 开 邻 域 而 且 可 假定 V,CU (否则 可 用 poonoy( 户 ) 代替 户 ); 
PE 多 (7 )， 开 集 Im 扩 与 {[p]sjseD) 之 交还 是 一 个 非 空 开 
集 ,这 个 开 集 正好 是 {[fr], 一 了 (z)|ze U,}, 它 在 > 之 下 的 像 仍 是 
? 的 一 个 开 邻 域 , 今 无 妨 仍 将 它 记 为 F,， 现 在 对 Yy EU， 有 一 个 
开 邻 域 0,, 与 一 个 户 E (UV,), 使 在 U0, 上， 对 YseD,， 有 
{Pls = 1(2). 

今 对 Vx,yEU， 如 果 U,NUs 天 加， 则 对 Vz EU,NU;， 
[7] == [1*]s 一 了 (z)。 因 此 由 层 的 定义 1.1 之 (5))， 

pvsvsnys (df’) = puyvsnv,(f), 

现在 再 由 定义 (1.1) 之 (3), 故 存在 1€ 多 (U), 使 po.v,(1) 一 所. 
这 样 的 je 名 (0), 正好 是 适合 [fy 一 了 y); 对 VYyeEUD.、 

如 果 我 们 按 这 个 方法 定义 一 个 从 TT(V) 到 多 (UD) 的 对 应 
gu， 同样 易 证 gu 是 T(VU) 到 多 (7) 的 一 个 群 同 态 。 而 且 对 前 - 
面 所 定义 的 pw， 自然 有 等 式 〈1.9) woego 一 这 和 docsgo 一 这， 
对 YU EBUx. 同样 {yojuewx 是 (CT(T)，powuy)oewx 到 (多 (CU)， 
PUV) Ue wx 的 层 同 态 . 因此 定理 得 证 ,] 

定理 1.12. 设 (FF (UV), puy)uewx 和 (多 (0)， po.p)ueax 是 
拓扑 空间 X 上 的 两 个 展 ，(. 窑 ,x, X) 和 ( 绷 , x, X) 分 别 是 它们 
的 相伴 空间 ， 如 果 《多 《0)， Pu,v)vewx 和 (gg (VU), pu,v)vewx 是 
层 同 构 的 , 则 相伴 空间 (. 产 , *, X) 和 ( 银 , *,X) 是 同 构 的 ， 

证 . 设 {qv}: (F (VU), puv) > (ZU), pu,v) 是 层 同 态 . 
它 可 以 诱导 一 个 相伴 空间 (. 阁 ，, < X) 到 相伴 空间 (多 , x , X) 
的 同 态 9? 如 下 : 

对 Vx EX, YI] EF 一!(%), 这 里 J EF (VU);U EQ 
定义 

p : 产 一 多 
[fj: > [poh)]:, (1.10) 
这 个 定义 是 有 意义 的 , 如 果 有 另 一 个 hE (V); VE AU;, 而 且 
[fs 二 [f1:。 则 由 相伴 空间 的 定义 ,一 个 开 集 W EU; WC 
UNV, 使 
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puw(f) = pv,w (fi), (1.11) 
[pel]: = po.(ulf)) | 

一 py,ropwmwoeo( 力 

一 pw,xopwopu,wl!) 

一 pw,ropwopv wh) 

= py, sOV, wopvCfi) 

一 fpv(f)]。 

上 等 式 是 用 (1.8) 和 (1.10) 得 到 的 ， 它 证 明 上 面 的 定义 9 是 
有 意义 的 . 这 个 ?是 保 茎 是 显然 的 对 Y[1].、[g]:€ 多 .， 不 失 
一 般 性 我 们 可 以 假定 人 8 多 (0)， U& BU,, 则 

pl[f]: + [81:) = op([f + g1;) 
ms [pulf + 8)]。 
一 [gu(f) + po(g)]。 
一 [gulf)ls + [gue)]s 
= gp([f]:) + og([g],), 
所 以 ?限制 在 每 个 节 多 ,一 x!'(x) 上 是 群 同 态 . 

由 9 的 定义 , 对 颁 的 每 个 开 集 基 {[f],|y EU; fe (U0)} 
在 Pp 之 下 的 像 为 {[puCj)],|y EU; qolf)€ 多 (U)} 是 多 中 的 开 
集 , 因 此 FP 是 一 个 开 上 映照 , 故 自然 是 连续 的 ， 因 此 FP 是 ( 字 ,x,X) 
到 (多, <,X) 的 一 个 同 态 . 

设 拓扑 空间 X 上 另 一 个 层 (8 (U), PUV) Ue xs 且 有 一 个 层 
同 态 {60v} ; (多 (V0) pur) 一 (5 (VU),， py,vr)， 显然 {6u*9o}: 
(FU), pur) 一 (SU), po.r) 是 一 个 层 同 态 。 由 {00): 
(GU), po,r) > (SCU), pi,r) 所 决定 的 相伴 空间 的 同 态 为 6 : 
(FG, x, X) 一 (Se X), 0p: (x, X) > (S$,*", X) 是 
相伴 空间 的 同 态 , 而 且 它 就 是 层 同 态 {96ucgpo} : ( 久 (UV), pu,r) 
一 《S(DU), pu,v) 所 决定 的 对 应 的 相伴 空间 的 同 态 , 因为 对 Yi 有 
EF ,EF (VU) ;UE A 按 定义 有 

Oop([1},) = Of py ]s = [Ovo po)];. 
现在 {go} : (PF (0)，pv,v) 习 ( 多 (V0)，pu,v) 是 一 个 层 同 
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构 , 即 存在 一 个 层 同 态 {bv} : (多 (UVU), po,v) 一 (FF (U), pu,y) 
使 
(1.11) guopv = id 和 quogo 一 id, 对 YU EBUx， 自然 {idu} : 
(多 (0)，por) 一 (多 (0)，pwr) 所 决定 的 相伴 空间 同 态 是 一 
个 恒 等 映照 
id :( 访 ,x,X) 一 ( 禄 ,zx,X)， 
今 用 4 : (多 , x ,XX) 一 (用 ,XXX) 表示 层 同 态 {bv} : (多 (U)， 
puy) 一 (多 (7)，poy) 所 决定 的 对 应 相伴 空间 的 同 态 ， 则 由 此 
有 
prop =id 和 py = id, 
因此 w : ( 产 ,x, X) 一 (多 ,*,X) 是 相伴 空间 的 同 构 .] 
定理 1.13. 设 (. 产 , x,X) 和 (多 , x ,X) 分 别 是 拓扑 空间 
X 上 的 两 个 层 所 对 应 的 相伴 空间 ,如 果 (. 闻 ,x, X) 和 (多 , x ,X) 
是 相伴 空间 同 构 , 则 它们 对 应 的 截 影 层 (T(U, 分 ), pu,v)uewx 和 
(T(U, 多 )， Pu,v) Ue wx 是 层 同 构 的 ， | 
证 .由 相伴 空间 (. 窑 , x, X) 和 (多 , x , XX) 是 同 构 的 ， 故 有 
相伴 空间 的 同 态 
9 : (六 ,rm X) > (ZS, x X); 
和 
由 : (多 ,一 ( 疾 ，wX)， 
而 且 
po = id; ; 
{9s 一 (1.12) 
设 (FT(U，. 疗 )，pur)oewx 和 (CT(I， 究 ) ,or,v)oewx 分 别 表 
示 它 们 的 截 影 层 ， 对 NUE Bx, 可 羽 由 p : ( 祥 ,，*X) 一 (多 ， 
x , X) 诱导 一 个 群 同 态 
go :TU, FS) 一 FTCU， $); 
7H-> qu?), (1.13) 
这 里 go(7)(z) 一 gC7(x)) 一 (qo)(x); 对 Vx EU。 现在 先 来 
说 明 如 此 定义 的 pu(7) ET(U， 多 )， 因 为 1 和 都 是 连续 的 , 故 
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9of : U 一 多 是 连续 的 。 另外 9 是 保 茎 的 ,所 以 对 Vx EU; 
(pu(7)(s)) = x(pof(x)) = x(f(*)) 一 zx， 所 以 po €E TCU, 
多 ). 
对 Y， gET(U, 安 ), VxEU 
pu + Ex) = gol(} + Fs)) 
= polf(x) + g(x)) 
一 pof(x) + pog(x) 
= gu(]) (x) + pu(F) (2), 
因此 截 影 pv 十 闪 一 pu) 十 pv(8)， 这 样 就 证 明了 qu 是 
r(U, 字 ) 到 T(U, 银 ) 内 的 群 同 态 。 
设 U、VE Bx, 且 UV, 今 证 明 下 面 的 交换 图 : 


puv 


FT(I,， 产 )2YTr(， 寡 ) 
Pu Pv 
r(U,S), Sr(V, 多 ), 


这 里 cor 和 po,v 是 截 影 的 限制 同 态 , 对 YET(U, 祥 ), pv(pu,v 
(7))、 puvCgu(?)) ET(V, SS), 对 YrEV 
(pvlpv,vC}))) Cx) 一 qo pov )) 一 °C*), 
而 
(po,vCPu CF) Cs) = (of))) = pel), 
此 即 表示 pyopv,y 一 pb,yogu。 因此 , 同 态 族 {qu}vewx 是 层 
(T(U, 安 )， PU,v) Ue wx 到 层 (T (VU， S), Pu,v) Ue wx 的 层 同 态 . 
若 另 有 一 个 拓扑 空间 和 上 的 层 的 相伴 空间 ($, x*, X) 与 9: 
(多 ,x,，X) 一 (8, x*',，X) 是 相伴 空间 的 同 态 , 则 对 YU € Bx 
Boogu : T(U; 祖 )—T(U; 3) 
是 群 同 态 ,而 且 它 就 是 由 相伴 空间 的 同 态 
gog : ( 产 ， x X) 一 (S， x X) 
所 诱导 的 从 T(U; . 旗 ) 到 T(U; 外 的 群 同 态 (geg)o，buoepu 
是 群 同 态 是 显然 的 ， 对 V7e T(U, 记 ) 与 VreU， 
(CGo) oF)) x) 一 Gopofl) 
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二 6ofpu(77)(z) 
一 (Ouopu(7)) x). 
因此 ,如 果 p : ( 疡 ,mm X) 一 (多 二， X) 是 相伴 空间 的 同 构 ,此 
即 表示 3 层 同 术 
(SS, #, X) > (7#, X), 
而 且 
poo=id 和 b= id 
显然 的 相伴 空间 的 恒 等 映 照 
id :《 这 ,*,X) 一 ( 写 , ,XX)， 

所 诱导 的 截 影 层 之 间 的 层 同 态 亦 是 恒 等 映 照 。 现 在 q : (. 产 ,ww 
X) 一 (多, =, X) 所 诱导 的 截 影 层 的 层 同 态 

{qo} : (T(U, FS), po 一 (FTCI， $B), pu0,v), 和 : (多 ， 
x ,XX) 一 ( 字 ,x*, XX) 所 诱导 的 截 影 层 的 层 同 态 

{po} : (T(U, SG), pv) >(T(U, 祖 ), po,r) 

有 等 式 gusqpv 一 id 和 guogv 一 好 ; 对 VU €E Bx， 所 以 fg 由: 
《T(U, 产 )， pu.v) 一 (T(U, 多 ),pu,v) 泛 层 同 构 .] 

定理 1.11、 定理 1.12 和 定理 1.13 说 明了 一 个 事实 即 对 一 个 
拓扑 空间 不 ， 它 上 面 二 个 同 构 的 层 的 相伴 空间 是 同 构 的 (定理 
1.12)， 反之， 如 果 拓 扑 空间 X 上 的 二 个 层 的 相伴 空间 是 同 构 的 ， 
则 这 二 个 层 亦 是 同 构 的 《因为 由 定理 1.13 知 这 二 个 相伴 空间 的 截 
影 层 是 同 构 的 , 而 由 定理 1.11 知 每 个 截 影 层 都 同 构 于 原来 决定 相 
伴 空 间 的 层 ,无 疑 层 同 构 是 一 个 等 价 关系 , 所 以 这 二 个 层 亦 同 构 ). 
因此 我 们 可 以 将 层 和 相伴 空间 看 作 是 一 样 的 ， 由 我 们 所 讨论 的 问 
题 不 同 而 作 不 同 的 选取 ， 同样 为 了 叙述 简便 , 我 们 今后 亦 将 相伴 
空间 的 同 态 ,相伴 空间 的 同 构 称 之 为 层 同 态 , 层 同 构 ， 


$2 子 层 与 商 层 


定义 2.1， 设 X 是 一 个 拓扑 空间 , wx 表示 和 所 有 开 集 所 成 
之 族 ，( 久 (0)，puwy)oewxy 是 上 的 一 个 层 ,X 上 另 一 个 层 
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(SCD), Pu,V ) Uem x 称 之 为 是 层 (多 (0), Puy ) Ue Wx 的 子 层 ， 如 果 
它们 适合 下 列 条 件 

(1) SC) 是 多 (7) 的 子 群 , 对 VUe xi 

(2) Pu,v 一 por|S(7)， 对 YU, VE€ QBx BB UOTV., 

因此 一 般 用 (5S(U), pou,y)ue wx 来 表示 (. 久 (DU),pu,v)vewx 的 
子 层 .用 (S,x ,X) 表示 子 层 《SCU)， povr)ue Wx 的 相伴 空间 , 则 有 

定理 2.2. 拓扑 空间 5 是 安 的 开 子 空间 ,对 Vx EX, (S, =， 
X) 在 X 的 区 S: 一 =:(x) 是 多。 的 子 群 ,而 且 * = |5。 

证 .拓扑 空间 3 的 开 集 基 , 都 是 形 如 { [1],|yeU, jcSCOD)} 
之 集 ,而 这 样 的 集 都 是 . 疡 的 开 集 ,所 以 了 是 字 的 开 子 空间 . 

对 Vr EX, 按 定义 (3, x,X) 在 x 的 茎 

Ss a(x) = limS(U), 
UE ax 

$; 是 一 个 Abd 群 ,而 且 S.C 多: 是 显然 的 ,这 里 $; 成 为 一 个 Abel 
群 的 “十 ”运算 就 是 多 ,的 “十 ”运算 在 $, 上 的 限制 ,因此 5; 是 多， 
的 子 群 . 

由 定义 (3S.) 一 x = (x)15.)(5.); 对 Wx€X.] 

定义 2.3. 设 (. 寡 , *,， XX) 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 的 相伴 
空间 . 今 $ 是. 实 的 一 个 子 集 , 而 且 适 合 

(1) $ 是 . 宏 的 开 子 集 ， 

(2) 对 YxeX,35n 多 -是 多 。 的 一 个 子 群 

注 ， 在 那些 将 相伴 空间 就 称 之 为 层 的 蔬 上 ,定义 2.3 中 的 (8$， 
x; 万 ) 就 是 子 层 的 定义 。 亦 即 是 讲 定义 2.3 中 的 (3, x, X) 是 满足 
定理 1.4 中 的 〈12、(2)》 和 《3). 由 定理 1.11、 定 理 1.12 和 定理 
1.13, 我 们 知道 在 同 构 的 意义 下 层 与 相伴 空间 是 一 一 对 应 的 ,因此 
定义 2.3 亦 可 以 看 作 是 子 层 的 另 一 个 定义 , 我 们 易于 检 证 定义 1.1 
所 定义 的 层 (. 窑 (0)， posp)ueax 的 子 层 (S(U )， PU,y)U ewx 的 相伴 
空间 (S$, x xX) 就 是 ( 宏 (7)， pusy)ueax 的 相伴 空间 〈( 产 ， > XxX) 
的 子 相伴 空间 ( 按 定义 2.3)。 
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下 面 我 们 要 来 定义 一 个 层 对 其 子 层 的 商 尽 , 技 自然 的 想法 , 商 
届 的 定义 似乎 应 如 下 : 

设 (2 (V0), PUv)Ue ax 是 拓扑 空 间 XX 上 的 一 个 层 ，(S(V)，、 
PUsV) Ue mx 是 它 的 子 层 , 因 为 对 每 个 DeEGwx， FU)/S(U) 是 一 
个 Abel 群 ,对 YU,V € wx 且 UV, 有 群 同 态 

| Pusv: FV) FT); (2.1) 
puv: S(U) — S(V)., 

因此 由 (2.1) 可 以 诱导 一 个 群 同 态 

Buy: FB (UN/SUI > FB (V)/SCTV), 
而 且 由 等 式 py,w?rpv,r 一 pv,w; 当局 DT 二 到 时 ,可 诱导 出 

pvwobuy = Buw; 当 UDVDOW 时 ， (2.2) 
因此 似乎 可 以 用 《多 (0)/S(D0)，、Po,v)vewx 来 定义 商户 ，(2.2) 
表示 (FU)/SCU); bu,v) Ue wx 是 满足 层 的 定义 1.1 之 ($1), 但 
是 一 般 来 讲 (多 (7)ASCT) ,5ur)uewx 是 不 满足 (5 和 (53) 的 ， 
所 以 我 们 定义 商 层 的 办 法 只 有 借助 层 的 相伴 空间 ， 在 正式 定义 商 
层 之 前 ,我 们 先 构 造 一 个 例子 说 明 上 面 那 种 自然 的 想法 行 不 通 ， 


E 


今 设 二 全 二 1z| 二 21z EC} 是 复 平 面 上 的 一 个 贺 环 ,XX 
的 开 集 W1 是 由 周 线 4BEDCF4 所 围 的 区 域 , 开 集 WW; 是 由 周 线 
B8'4'F'D'C'E'B 所 围 的 区 域 ( 见 左 图 ), 这 个 WW 和 砍 ; 都 是 单 连通 
的 ， 现 对 XX 之 任 一 开 集 W , 命 多 《(W) 一 {W 上 全 纯 函 数 所 成 的 
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群 }, 对 UCW, DU, W 为 的 开 集 pw 就 是 道 常 的 限制 映 巾 ， 则 
易 验 证 《8 《W), pw,v)wewx 是 一 个 层 ， 现在 取 SCW) 一 {2 zin| 
n€ 之 }， 则 显然 (SCW)， PW,U) weex 是 ( 久 (W), pwv)we WX 的 
子 层 . 商 群 多 (WwW)/SC(W) 的 元 素 就 是 {fj 十 2xinlj& 多 ( 丈 )， 
nk Z} ( 称 为 f 的 傍 系 ), 对 Wi 与 W,，, 
lgz € FH (Wi), lgz€ FW,), 
而 和 且 {lgz 二 2nrilnEZ}eE (WI)/SC(WI) 与 {lgz+2nril 
2€Z}E FH (WI) /SW,) 而 且 在 Wi W， 上 ,它们 分 别 在 
Pr uw NW 与 Bw,wnNnws 
之 下 的 像 是 相等 的 .如 果 ( 多 (WD)/SCW),Pw,v)wewx 满 足 定义 1.1 
之 ($), 则 要 存在 X 上 的 全 纯 函 数 了 使 [十 2zxijn€Z} 其 在 Wi 
上 的 限制 
{fIWit 2nri|n EZ} = {lgz + 2nriln€ Zz € Wi} 

与 其 在 W;， 上 的 限制 

{fiW, + 2nxiln € ZZ} = {lgz + 2nriln€ 2, € W,}; 
这 是 不 可 能 的 ,因为 如 果 

{flWi + 2nri]n€E Z} = {lgz + 2nriln€ Z,2 € Wi), 
则 由 全 纯 函 数 的 唯一 性 定理 , 在 WW! 上 必 有 , f(x) 一 lgz 十 2 hxi 
《 某 个 固定 的 整数 人 ,而 声 z 十 2Rxi 不 可 能 是 在 X 上 全 纯 的 ,这 
例子 是 表明 ， 那 种 这 个 《名 )/S(U)，Pu,v)uewx 不 适合 定义 
1.1 的 (s3). | 

定义 2.4. 设 ( 怨 ， x，X) 是 拓扑 空间 X 上 一 个 层 的 相伴 空 
间 ,($, =,X) 是 它 的 子 相伴 空 间 。 对 Vx EX, 商 群 9: 一 多 -/3。， 


对 集合 9 一 【J 9: 赋 以 拓扑 是 使 投影 喘 照 p 


{ 这 一 >0; (2.3) 
pr— PF FO0: 对 Vx€X, 

为 连续 的 最 细 的 拓扑 ( 亦 就 对 人 6 赋 以 对 映照 ? 的 商 拓 扑 , 更 精确 的 
讲台 的 一 个 集合 C, 当 prKC) 是 . 安 的 开 集 时 ， C 斌 是 9 的 开 集 . 
定义 6 一 XX; 2(0:) 一 *。 这 样 的 (9,#z, X) 就 称 之 为 相伴 空 
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间 〈. 产 ,<, X) 对 其 子 相伴 空间 (3, x, X) 的 商 相伴 空间 . 

由 于 层 与 相伴 空间 在 同 构 意义 下 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 亦 可 以 
简称 它 为 层 .他 对 其 子 层 $ 的 商 层 , 简 单 地 表示 为 6 一 . 产 人 3 

命题 2.4， 上 面 定义 的 (6G, z,X) 适合 定理 1.4 的 (1)、(2) 
和 (3)， 

证 . 对 . 的 开 集 基 的 任 一 元 素 ， 即 形 如 4 一 {[1],1y EDU; 
je .9 (DU)} 的 开 集 , 它 在 ? 下 的 像 是 一 个 6 中 的 开 集 ， 现 在 来 说 
了 明 这 个 事实 。 

群 的 自然 同 态 

pr: 多 -一 0 对 VxEX 
[fs b> pa([f],), 

现在 记 px([f]:) 为 1., 集 pCA4) 一 {lyeEU}。 由 Pp 的 定义 ， 
:pC4)) 一 {[f]y 十 5,|y EU}, 这 个 集 p-!(p《(4)) 是 一 个 开 集 ， 
因为 对 V[f], 十 [8], € 2-1'(p《A)) 存在 [fj, 十 [g]， 的 一 个 开 
邻 域 B 一 {[f 填 g],|zeEW, 1€F(W), gES(W), W EA,, 
WCU}, 这 个 B 是 . 产 中 的 开 集 , 而 且 BCp“《p(4))， 所 以 按 
0 所 赋予 的 拓扑 , pC(4) 是 台中 之 开 集 ， 另 外 由 完 的 定义 , zop 一 
x, 因此 对 XX 中 之 任 一 开 集 Wp 关公)) 一 二 攻克) 是 开 集 , 故 
由 6 的 托 扑 , 过 区 丈 ) 亦 是 O 中 之 开 集 ， 因 此 关 是 一 个 连续 映照 ， 
设 2 是 6 中 之 任 一 开 集 , 由 44) 一 fo(poj (4)) 一 mopri4)s 
由 p"'(2A) 是 开 集 , *# 是 开 瞎 照 故 总 有 A) 是 开 集 ;因此 冯 亦 是 开 的 . 
v7. < 6， 必 有 一 个 的 开 邻 域 (就 如 上 面 的 集 p(4))， 二 将 它 一 
一 地 映 为 * 之 某 一 开 集 , 故 圣 是 局 部 同 胚 . 

对 Vx EX, 让 :x) 一 0: 是 一 个 Abel 群 ,这 在 定义 中 已 明确 . 

最 后 要 证 明 在 6 中 ， 群 运算 对 人 6 的 拓扑 是 连续 的 。 这 由 是 
连续 的 (和 而且 在 证 明 半 是 局 部 同 豚 时 已 证 明 请 还 是 开 的 ) 与. 疡 的 
群 运算 对 .家 的 拓扑 是 连续 的 得 到 .] 

这 个 命题 是 说 明 上 面 定 义 的 商 相伴 空间 (6, #, X) 确实 是 一 
个 定义 1.1 的 层 的 相伴 空间 ,例如 它 的 截 影 层 (T(U, 6), pu,v)ve wx 
之 相伴 空间 就 是 (9, 才 , 了 ), 《在 同 构 的 意义 下 ,这 由 定理 1.11 与 
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定理 1.13 的 证 明 中 可 以 知道 .》 | 

在 这 以 后 的 叙述 中 ,主要 用 相伴 空间 与 相伴 空间 的 同 态 ,因为 
在 同 构 意 义 下 层 与 它 的 相伴 空间 是 一 一 对 应 的 ， 故 我 们 后 面 的 令 
述 中 ,就 将 它们 称 之 为 层 与 层 局 态 ,一 般 不 再 加 以 区 分 ， 而 且 一 个 
拓扑 空间 X 上 的 两 个 相伴 空间 的 同 态 p; (. 产 ,r*, X) 一 (多 ,x， 
X), 就 简单 地 表示 为 层 同 态 p: 字 一 他， 

定理 2.5. 设 . 祈 , 乡 是 拓扑 空间 X 上 的 两 个 层 , p:. 疙 一 多 
是 一 个 层 同 态 , 则 Ker (gp) 一 p-'(Ox(X)) 与 In(e) 一 9( 产 ) 分 
别 是 字 与 乡 的 子 层 ， 

证 .由 定理 1.6，Gx(X) 是 多 中 的 开 集 , 9 是 连续 的 ， 所 以 
9-!(G6x(X)) 是 这 中 的 开 集 .对 Vi ge 多 -Ker(p)， 则 op(f 十 
2) 一 p() 十 plg) = 0:， 因 此 多 ,站 Ker (pq) 是 名, 的 子 群 ， 
由 定义 2,3 Kerqg 是 这 的 于 层 。 

定理 1.11 的 证 明 中 指明 , 庆 敢 的 开 集 基 的 每 一 个 元 这 . 
{[f1,1y EU;fe .9 (U)} 是 开 集 U 上 的 一 个 截 影 的 像 、 定理 1.13 
的 证 明 中 指明 ,如 果 p: . 闻 一 多 是 一 个 层 同 态 , 则 对 X 之 任 一 开 
集 U 上 的 截 影 1 的 像 集 在 9 之 下 之 像 正好 是 多 的 一 个 UU 上 的 截 
影 的 像 ,因此 层 同 态 p: 一 乡 是 一 个 开 映 照 , 故 9( 态 ) 是 8 
的 一 个 开 集 .对 vzeX,9( 多 ) 站 多 。 是 多 :的 一 个 子 群 是 显然 的 . 
因此 w(. 产 ) 是 多 的 一 个 子 层 .】 

定义 2.6，X 是 一 个 拓扑 空间 ，@: . 寡 一 内 是 X 上 的 层 同 
态 ,如 果 p( 产 ) = 多 ,就 称 F 是 满怀 同 态 ( 一 般 就 简称 满 同 态 ). 
如 果 对 Vx EX, gp([f]:) 一 0:€ 多 : 宁 [ 有 ]: = 0.€ FF:， 则 称 P 
是 单 层 同 态 (一 般 就 简称 单 同 态 )， 

定义 2.7, 设 疗 , 多 , 禾 是 拓扑 空间 X 上 的 三 个 层 ， 而 且 有 
层 同 态 pT: 站 习 多 和 层 同 态 4: 多 一 谨 , 如 果 Im(m) 一 Ker(d)， 
就 称 pg oy 

让 一 ?多 一 * 寺 
这 个 层 同 态 序列 在 多 处 正 合 (exact). 
设 起 六 " “* “都 是 拓扑 空间 天 上 的 层 , 今 有 Ph: 
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全 ,一 状 同 是 层 同 态 ;: 一 0, 1,……， 如 果 
FF (2.4) 
这 个 层 同 态 序列 中 ,在 每 个 安 ,G 之 1) 处 都 是 正 合 的 ( 即 
Im(gi-) = Ker(gi); i 之 0) 
就 称 《2.4) 为 屋 同 态 正信 序列 . 

定理 2.8. 设 仇 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 ,$ 是 这 的 一 个 子 

层 , 则 有 层 同 态 正 合 序列 
O05 /I>0. (2.5) 

《2.5) 中 的 0, 是 表示 拓扑 空间 X 上 的 平凡 层 ; 即 对 每 个 
x* EX, 它 的 茎 就 是 只 有 一 个 零 元 案 的 平凡 Abel 群 。? 就 是 (2.3) 
所 定义 的 投影 映照 , 它 是 字 到 字 /5 上 的 一 个 浦 同 态 ; i 是 一 个 
内 射 层 同 态 ( 即 对 Y[f], E55; 区 [有 一 [6 产 )， 它 自然 是 一 
个 单 同 态 ，0 一 $; 即将 Yx EO 的 茎 映 为 0.€ 5:, 六 /$0; 
即将 VxeX 之 芭 多 -/S. 一 0.0. 

证 .只 要 证 明 (2.5) 在 . 安 处 正 合 , 其 余 都 是 显然 的 .现在 对 
Yx €X, 使 [f]s€ Srpoi([f]:) 一 p([f]:) 一 0 多 -/S， 反之 ， 
如 果 [je 8 .，p([ 有 j:) 一 0:， 则 [用 € 5:, :因此 有 Im(7?) 一 
Ker(p).] 

设 X 是 一 个 拓扑 空间 , 对 X 上 的 一 个 层 同 态 9: . 庆 一 多， 
在 X 之 任 一 开 桌 六 上 , 层 同 态 p 诱 了 一 个 飞 上 的 截 影 群 之 间 的 同 态 
go T(U， 安 ) 一 T(U, 多), 这 在 (4.13) 中 已 给 出 这 个 po 的 定 
义 , 即 对 YIETGT，. 寡 )，Yzr6U 

(gulf)) x) = fx)) 一 (poj)(z)， 
现在 如 果 
0— 计 $— 0， (2.6) 
是 拓扑 空间 X 上 的 层 同 态 正 合 序列 ， 则 一 般 来 讲 对 X 上 的 任 一 开 
集 U， 诱导 了 U 上 和 截 影 的 群 同 态 序列 
oO—Tr(U, 免 ) > F(U，3 们 -名 TU, SF) 0, (2.7) 
不 一 定 是 正 合 的 ， 
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这 里 举 一 个 例子 说 明 这 个 事实 ， 
设 X 二 C! 是 复 平面 ,对 C' 上任 一 开 集 UV, OCUV) 表示 Uv 上 
的 全 纯 函 数 对 于 函数 加 法 所 成 的 Abd 群 , 对 C1! 的 二 个 开 集 om 
( 当 UDV) 是 通常 的 限制 映照 ， 则 易于 验证 (© (UV)，pu,v) ueac' 
是 C+ 上 的 一 个 Abel 群 层 。 这 里 Be 仍 是 表示 C' 上 的 所 有 开 集 
之 族 . 对 Vx € 和 ， (CCU))oews 的 直接 极限 
O: = limO(V), (2.8) 


:的 每 个 元 素 称 之 为 全 绝 六 数 在 。 的 可 (gern),(O(D)， 
和 全 旨 函 数 衣 
类 似 地 用 O*CU) 表示 C: 的 任 一 开 集 UU 上 的 不 具有 堆 秆 的 全 
纯 函 数 ,对 于 普通 函数 的 乘法 运算 作为 群 运算 所 成 的 Abel 群 , 对 
C, 的 任意 两 个 开 集 U、V; 且 UV, po,y 依旧 表示 范 数 的 限制 喘 
照 , 则 如 同 定义 O., B 一 样 ,从 Abel 群 层 (O*(U), pou,v)gewe: 可 
以 定义 O* 和 6B*， 另 外 命 ZCU) 表示 C: 的 任 一 开 集 台 上 的 全 为 
整数 的 常 值 函 数 对 普通 函数 加 法 作为 群 运算 所 成 的 Abel 群 ，poir 
仍旧 为 一 般 函 数 的 限制 映照 (对 C: 的 开 集 U、V; 且 U>V)， 则 
(Z(U)，, er)joese 所 决定 的 相伴 空间 就 用 Z 来 表示 , 则 我 们 用 层 
同 态 正 合 序列 
O02>2 56*—>0, (2.9) 
(2.9) 中 i 是 内 射 辣 态 ,因为 Z 无 疑 是 6 之 于 层 .。 层 同 态 % 的 定义 
如 下 : 对 VYx€EC', 对 Vlf1l: EO 
a]) 一 Lexp2 xif]s € O04, (2.10) 
( 是 层 同 态 需要 验证 ,但 这 是 容易 的 , 读者 可 以 自己 验证 ) 要 说 有 
(2.9) 是 一 个 层 正 合 序列 ,只 要 证 明 Im (in 一 Ker(%) 和 Im(?) 一 
Ba 对 veeEX， 设 [g1。eCx， 此 即 表示 有 一 个 * 的 开 邻 域 U， 
ge Or8(D)。 今 取 -一 x 的 单 连通 开 邻 域 PCD， 则 


7 OV), 则 [6s], )-= [gl], 
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所 以 Im(2) 一 B*， 另 外，%oi 一 0 是 显然 的 ， 此 即 表示 Im (2) 
CKer (4), 今 对 Vx€X, 如 [f]:€@,, 且 4([f]1:) 二 0: EO*, 由 
定义 
2 [1]s) = [exp(2 xif)]s = 0 €O#, (2.11) 
(2.11) 即 表示 在 x 的 某 一 开 邻 域 权 上 。exp(2 xij) 一 1. 因此 在 
W 上 f 一定 便 等 于 一 个 整数 ,因此 [ 力 。e Im (i)， 也 就 是 Ker (4) 
CIm(), 故 Ker (4) 一 Im (2)， (2.9) 确 是 正 合 序 列 ， 
今 取 C! 的 开 集 VV 二 C' 一 {0}, 则 由 正 合 序 列 (2.9) 可 以 诱 
导 一 个 了 上 上 截 影 群 的 同 态 序列 
O ->T(7， ZJ)- 二 TOP， Or(y, 6*) — 0, (2.12) 
但 是 (2.12) 不 是 正 合 的 。 现 设 * 是 C! 的 复 坐 标 ， 则 xzEr(V， 
O*), 但 是 z&4y(T(V,O)), 因为 否则 就 要 求 存在 V 上 的 单 值 全 
纯 函 数 g, 使 
exp(2xig) = 2; 对 VzEV (2.13) 
则 就 一 定 要 有 g 一 二 -ix 是 了 一 C' 一 {01 的 全 纯 函 数 ,这 是 
不 可 能 的 ,因此 1v 不 是 满 的 , 故 (2.12) 不 正 合 的 , 但 是 可 以 验证 
(2.12) 在 T(7, Z)、T(T, O) 处 是 正 合 的 ,而 且 这 点 是 一 般 的 
都 成 立即 如 果 在 拓扑 空间 X 上 ,有 一 个 层 的 正 合 序列 


0 二 六 一 多 一 > 锅 一 0， (2.14) 
则 对 XX 之 任 一 开 集 UV， 有 下 面 的 群 正 合 序列 
O —T(U, 寡 ) 和 FrCU， 多 ) 一 >T(U ,党 ). (2.15) 


$ 3 Cech 上 同调 理论 


本 节 主 要 内 容 是 定义 一 个 拓扑 空间 上 的 , 取 值 在 Abel 群 层 的 
Cech 上 同调 群 与 讨论 这 些 上 同调 群 的 最 基本 性 质 , 

设 X 是 一 个 拓扑 空间 , 4 = {U。} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 ， 对 X 的 
这 个 开 履 盖 4 = {U0。} 伴随 有 一 个 如 下 单 复 形 NGQWD，. 称 它 为 禾 
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盖 44 的 骨架 , 它 的 定义 如 下 : NCD) 的 顶点 是 覆盖 4 的 开 集 U。, 顶 
点 Us,"…, Us 组 成 一 个 9 单 形 o 一 (Vo, ……， Us)， 当 且 仅 当 
集 吕 站 器 介 …: 由 Us $; 集 1o| 一 VonDin …nmy 称 之 为 单 
形 o 的 支柱 .N(U) 也 就 是 所 有 这 样 的 9 维 单 形 之 和 , 4 一 0, 1， 
2，………。 . 
设 , 寡 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 , f 称 为 一 个 以 字 为 系数 的 
9 维 上 链 ， 如 对 每 个 2 维 单 形 ve N (WW)， 对 应 一 个 jET(le]， 
分 ),; 即 
1: {ol—>{I(lo|, 安 )); 
IF> 大 Er(lcl, 产 )， (3.1) 
(3.1) 中 {o} 是 表示 N CD 中 所 有 4 维 单 形 之 集 。 这样 的 {fo} 就 
称 为 一 个 以 . 窑 为 系数 的 4 维 上 链 ， 所 有 4 维 上 链 的 集合 记 之 为 
C?*CNCQD ，, 疗 ) ,对 任意 两 个 4 维 上 链 { 刀 } ,fgrje CCNCHD) ， 产 )， 
我 们 定义 
{j + {gs} = {fo + go}, (3.2) 
(3.2) 右 边 之 f; 十 gr 就 是 截 影 的 加 法 运算 ,对 于 (3.2) 的 {f} 十 
{go) 的 “十 ”运算 ,显然 C*(NGQH) ，. 疡 ) 中 有 一 个 零 元 素 0, 它 就 
是 在 每 个 4 维 单 形 上 都 是 零 截 影 , 而 且 人 { 因 }) 十 { 一 大 一 0， 所 以 
(3.2) 就 使 C*(NCD ,六 ) 对 “十 ”运算 成 为 一 个 Abel 群 , 称 之 为 
以 . 安 为 系数 的 9 维 上 链 群 .为 了 简便 ,用 /来 代替 {jo}, 其 在 单 形 
o 上 的 值 就 记 为 如 因此 由 定义 (3.27), 有 (f 十 g)o 一 如 十 ga 
8， Ce(VNCD , 六) 一 >CrH(VGD 六); 对 9 一 0,1,2…. 
fF> 6f, (3.3) 
其 之 具体 定义 为 ,对 每 个 fe CC(CV(bD，,. 闫 ) 和 每 个 9 十 1 维 单 形 
gg 一 (U， U……， Un) ENQ, 则 


4+1 


Gf) (Ce 1Ui Un) 一 2 《一 1)ipiaf (Uo, “Ui, 


i=0 


Url “Un), (3.4) 
在 (3.4) 中 之 Plol 表示 截 影 人 CU， ”3 LU-1， Uirls ”3 Un) 
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ET(UN nr-nan nnD 在 jc 一 Din…nDnh 
上 的 限制 。 


在 不 致 引起 混淆 时 ,我 们 亦 省 略 去 〈3.4) 右边 的 err ,这 时 允 的 意 
义 是 表示 定义 在 不 同 开 集 Zon…mnzin “NU 上 的 截 影 
f(0o, ,0iis Ui "…*， Ug) 限制 在 lo] 上 然后 再 作 截 影 和 . 

设 1f, g€ CTCVGOD ,六 )， 0 一 (U Us ) 是 N(D 的 任 一 
9 十 1 维 单 形 , 则 


(60 + inn — DC— DUFF gibien 
rx=0 


9 十 】 
= >)( 一 上 7 PE iqts 
k=0 


9 十 1 


十 2) — Te 
+=0 


这 表示 
6: CINOWD, 产 ) 一 >CI+NOD , FF);g = 0,1,2,... (3.5) 
是 一 个 群 同 态 (对 gg 一 0, 1, 2.…)， 为 了 区 别 作用 于 不 同 的 4 维 
上 链 群 上 的 土 边缘 运算 3， 我 们 将 作用 在 C'(N(U)， 访 ) 上 (如 
(3.5) 中 的 ) 的 记 之 为 54. 

引 理 3.1，5441064 一 0; 对 所 有 了 一 0,，1，2:， 

证 . 对 Yfe CCNGQD，. 袍 )，8osHiopofe CHONGOD)， 产 )， 
今 对 任 一 9 十 2 维 单 形 o 一 《Ui Vi，…s Vioys), 由 定义 (3.4) 


3 十 2 
(B06af iviens 一 >») (— DC6af i bsinigns 

t=o 
4+2 

= D(C— (DC Difehdeie 
t=0 7k 
十 >， (— Dita.etheestinee at) 

ki 3 
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中 十 2 


~ CD 
十 《一 DMD tindeigts — 0.] 
今 定义 
ZN F) = {fe CANOD), )151 = 0); 
B‘(N(U), PF) = {afivie CNQD, 六)}， (3.6) 
由 引 理 3.1， 故 BrWN(U), 天)CZ2CVNCOD， 起 ). 
今 定义 
ZNOD, 六 )/B'N(D, 六 ); 9 之 1 
HNOD, Fr) = | zwvaD F)s 49—0. 
(3.7) 
这 里 zx(NGD， 寡 ) 和 Be(NGD， 疙 ) 都 是 CCNGD。 产 ) 的 


等 价 类 用 记 之 ， 

引 理 3.2， 记 (VCD ， 产 ) sTCX， 庆 ) 

证 .由 定义 (3.7)，FI(N( 力 ， 字 ) 一 ZONGD， 窜 ). 对 . 
vfe ZNC)， 祈 ), 则 每 任意 的 NGQD 的 一 维 单 形 ga=(U。, U1)， 
nz 天 中 则 

(sf)o = (8f) CU,, VD 一 Punuf (U1) 一 puonuf(U,) = 0. (3.8) 

现在 由 1 是 X 之 开 履 盖 ，X 一 UV (3.8) 即 表示 对 再 之 任 


何 两 个 开 染 U、V, 如 UNV 关中 则 截 影 KDD) 与 KKPD) 在 UnY 
上 相等 ,因此 这 样 {f(DU)1V € 4} 就 定义 了 整个 区 上 的 一 个 截 影 ， 
反之 , 设 1ET(X, 号 )， 则 对 YU, VE MU, 定义 1(V) ET(V， 
分 ) 为 1(U) == flU《 即 1 限制 在 U 上 所 成 的 截 影 ， 则 这 样 的 
{f(DU)) € ZNGD，. 安 》 是 显然 的 .] 
上 面 的 关于 上 同调 群 的 定义 (3.7) 是 依赖 于 骨架 NO) 的 , 因 
此 它 不 是 内 蕴 的 〈intrinsic)， 下 面 要 给 出 上 同调 群 的 内 区 的 定义 ， 
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为 此 我 们 要 在 拓扑 空间 X 的 所 有 开 履 盖 之 间 引 进 一 个 自 反 、 传 弟 
关系 ,使 其 成 为 一 个 有 向 集 ,然后 用 直接 极限 来 定义 内 蕴 的 上 同调 
群 ， 

注 。 上面 这 一 段 中 , 除了 引 理 3.1 和 引 理 3.2 之 外 , 几乎 都 是 
定义 ,所 以 我 们 就 连续 的 叙述 , 不 采取 一 般 的 叙述 定义 的 方法 , 因 
为 这 些 定义 本 身 有 较 强 的 连贯 性 . 

定义 3.3， 拓扑 空间 X 的 一 个 开 履 盖 区 一 {V。} 称 为 是 另 一 个 
开 覆 盖 4 = {VU。} 的 加 细 (refinement), 如 果 存 在 一 个 映照 

k: VB——>; 
Vo p(Vo), 对 YVES, 
且 适 合 uCV。) 汪 V。。 这 样 的 映照 上 称 为 加 细 上 映照 《refining map 
ping). 

注意 , 如 果 对 一 个 拓扑 空间 XXX， 它 的 开 覆 瘟 3 是 另 一 个 开 覆 
盖 妇 的 加 细 , 一 般 来 讲 它 们 之 阅 的 加 细 映 照 并 不 是 唯一 的 ， 

例 . X 一 RR, 设 尺 :上 的 点 的 坐标 用 (x, y) 表示 , 则 $= 
{Vi {x= 10}, Vi 三 {x> 一 10}} 和 

B= {Wi= {r+<O0,W= {+>0),W= {(—1<x<1}} 
都 是 RR 的 开 覆 盖 , 且 有 如 下 的 二 个 不 同 的 加 绚 映 照 元, :光一 > 


名, 其 中 
tMWi= VV TM = Vi 
| Wz = Va mW; = VV 
TW 一 Vi; Ts 一 了。 


更 显然 的 是 一 个 拓扑 空间 X 的 二 个 覆盖 之 间 未 必 有 加 细 了 映照 
存在 , 即 是 未 必 一 个 就 是 另 一 个 的 加 细 . 例如 和 一 (0，1)， 今 X 有 
开 柳 盖 允 一 {(0, 2/3 )，(1/2，1)} 和 4= {C0, 1/2), (1/3, 1)}， 
则 和 之 间 就 不 存在 任何 加 细 映 照 . 

对 拓扑 空间 X 的 一 个 开 覆 盖 串 ， 如 它 是 另 一 个 开 覆 盖 妇 的 加 
细 , 则 用 吕 <44 表示 , 按 加 细 的 定义 < 是 一 个 自 反 、 传递 关系 ， 而 
且 对 X 的 任何 的 两 个 开 覆 盖 共 和 名, 一 定 存在 一 个 六 的 开 覆 盖 并， 
使 中 <U 和 吕 <, 这 个 踪 的 存在 是 不 成 问题 的 , 取 吕 是 开 和 覆盖 
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寻 和 名 的 交 ( 即 将 妇 的 所 有 开 集 和 的 所 有 开 集 的 交 组 成 的 那个 
开 履 盖 ) 就 可 以 了 。 因 此 拓扑 空间 的 所 有 开 材 盖 关 于 < 来 讲 成 
为 一 个 有 向 集 ， 
如 果 拓 扑 空间 X 的 两 个 开 覆 盖 4U 和 %, 自 <U, Ag 一 > 
是 它们 之 间 的 加 细 映 射 。 则 对 每 个 ? 一 0,1,2,…., 可 定义 9 维 链 
群 之 间 的 同 态 FE，C*(VQD，. 产 ) 一 >C?CV(S)， 产 ) 如 下 : 
对 je CNGD, 仿 ), va = (Vo, Vi,***, Vo) € N(Y), 
定义 
(gf)o = (CV, Vs, Vo) 
一 paf CpV os AP pV oy). (3.9) 
易于 验证 , (3.9) 定义 的 CN(W)， 字 )- 一 > C7(N(%)， 
过 ); > fj 是 一 个 群 同 态 . 
引 理 3.4，55 一 f8; 即 对 Vg 一 0, 1, 2,-， 有 下 列 交 换 图 
CeCNGD, 疙 )- 一 CCNC), 疡 ) 
5 54 3 Se 一 p064, 
CeHVGD， 疙 )- 生 crCv(), 产 ) (3.10) 
证 .对 Vje CCVGQD， 宠 ) 与 任 一 g 十 1 维 单 形 
oo= (Vi Vp) EN(B), po = (pV HV, ) € N(W, 


4+1 
C61).40t = > (一 1)tpio CF ey 和 pp iqt+t 
r=0 


a+1 
-> 2») (一 1 tplorf po hikes iat 
k=0 


at+li 
一 plcl 了 >， (一 } Dorotfiionfike pi 
多 = 


上 耐用 到 plo = oleplwl, 因为 x01 太 1o1.3 
系 ，fCZINO), 让 ))CZIN(%), 会 ) 和 fC(B*CN(WD， 
访 ))CB'(N(Y), 地); 对 9 一 0,1,2，……。 
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这 由 2 一 好 直接 推 得 . 
由 此 可 以 诱导 出 一 个 同调 群 间 的 同 态 ， 
pA; 有 (NGD， 产 ) 一 ~F(N(%)， 刻 ) (3.11) 
引 理 3.5. 设 4, % 是 拓扑 空间 X 的 两 个 开 覆 盖 , 而 且 多 是 4 
的 加 细 ,而 且 有 pn, pz: 8 一 >4 是 名 到 4 的 两 个 加 细 映 照 , 则 有 
A 
证 . 当 g 一 0 时 ,由 引 理 3.2 HN(W), 说 ) 们 TT(X, 分 ) 六 
下 (NG8)， 疙 ). 对 Yf6EVGQD， 疙 ) ,1 与 地/ (实际 上 是 pf) 
对 应 于 同一 个 FTCX，. 宏 ) 的 元 素 , 对 邮 也 是 这 样 ,因此 性 一 邮 . 
当 g=1 时 , 设 1€ ZNGCD， 疙 ), 对 vc 一 (Fo V1 €N(%)， 
Cpaf — fof)o = (pint CpaV os pV) — plolf pe2V os paV 1)) 
一 plaf CV os taV) 一 pia CpaV os tH2V1) 
+ pioifCpaVss paV1) + piatf paV os 102V1) 
一 Polf(pa7o， AD 一 piaifCpaV os pV 0) 
+ pilaf paV os paVo) 一 piaf paV1s pa ). (3.12) 
现在 我 们 构造 一 个 与 yp; 有 关 的 同 态 
:CCNGOD， 疾 ) 一 ”CUVG)， 产 ); 
fH > 0f, 
对 任 一 开 集 VE W, 定义 
(61)7 = pvi(paV, p2V), (3.13) 
易于 验证 这 样 定义 的 9 是 一 个 群 同 态 . 而 (3.12) 的 右 端的 最 后 二 
项 即 为 591《V。, V1), 而 (3.12) 的 右 端 的 其 它 六 项 正好 是 
plol6f(pa7， paVi, paV1) —.platdf CpV,, taVo, paV'1), (3.14) 
由 je ZNGD，. 疹 )， 故 (3.147 为 零 , 因 此 (3.12) 化 为 
(puf — ptf)o = 80H(V os VI) E BN(B), ), (3.15) 
因此 ptf* 一 好 六 对 YeEZCVG)， 安 ). 
对 一 般 的 4 > 1 的 情况 ， 证 明 的 基本 思想 是 同 于 4 一 1 的 情 
况 。 我 们 构造 一 个 与 gy, p; 有 关 的 同 态 
0: CN(D， 六 ) 一 ”CNGS)， 疗 ) 
1F> 0f, 
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对 Vo 一 (7。， V1, “” ”3 Vso) 


9 一 1 
《6j)a 一 了 >) (一 1)ipiorf CeaV,, AP paV js *, pe- 
i=0 


(3.16) 
则 类 似 地 应 用 fe Z*CN(U), 字 ) 的 性 质 ， 得 到 对 这 样 的 1{， 有 对 
Vo = (V6,.., Vo) EN(®) 
(mf 一 pf)o = (6801)0, (3.17) 
故 得 到 等 式 她 一 眠 .] 
引 理 3.5 表示 ， 对 拓扑 空间 X 的 两 个 开 和 覆盖 4 和 %， 如 果 
和 <11， 则 存在 有 一 个 唯一 的 同调 群 的 同 态 
is: He(NGD， 产 ) 一 >B(V(G)， 产 ); 对 4 一 0 1 2 ……. 
(3.18) 
这 个 启 ,s , 可 以 由 任何 一 个 加 细 映 照 4: % 一 > 诱导 得 来 ， 即 
Ls 一 pe*. 
如 果 吕 是 X 的 另 一 个 开 履 盖 , 而 且 Wx<%, 设 %: 串 一 8 是 
任 一 加 细 映 照 ; 则 ao2: 吕 一 >4 是 踪 到 4 的 一 个 加 细 有 映照, 按 定 
义 《3.9)， 显然 有 下 面 的 交换 图 
CNCD，, 窑 ) 一 >C?CN(5)， 庆 ) 


~ \ pA 
LA \ 4 


CN(W), ); 
hofi = poh, 对 9? 一 0,1,2………。 (3.19) 
由 引 理 3.5 和 (3.19), 得 到 
{ pm = PSmopts 下 < 和 < (3.20) 
pda = 恒 等 映 照 
现在 用 Qx 一 位 ， 必 ， 下 ,…j 表示 XX 的 所 有 开 和 覆盖 所 成 之 
嵌 , 对 上 面 定义 的 开 履 盖 间 的 关系 < 来 讲 Qx 是 一 个 有 向 集 ， 
{HCN(WD), 态 )nenxs <, pi,n} 
是 $ 1 中 所 定义 的 有 向 集 Qx 上 的 Abel 群 系 ,因此 可 以 定义 它们 
的 直接 极限 
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- HA(X, 六) =— lmH*N(U), 这 ); q 一 0,1,2,.…., (3.21) 


uEDx | 

《3.21) 所 定义 的 He(X，, 忌 ) 就 称 之 为 拓扑 空间 X 的 以 层 安 为 系 
数 的 9 阶 上 同调 群 ， 这 个 ze(X, 这) 是 内 草 的 ,并 不 依赖 于 X 的 
任 一 开 稳 盖 . 

有 时 我 们 用 H*CNQ4)， 痕 ) 表示 {Ee(NGQD。 祈 )}j，aa- 
之 全 体 ,用 H*(X, 羡 ) 表示 {He(X， 疙 )}sonz. 之 全 体 , (3.21) 
亦 可 简单 地 写 为 

H*(X,F) = lim (NG), F). 


Me0Ox 
对 9 一 1 的 情况 下 (NGQD，, 寡 ) 有 如 下 性 质 : 
设 1, % 是 拓扑 空间 X 的 二 个 开 覆 盖 , 而 且 有 < ， 则 对 和 上 
任 一 Abel 群 层 多 
ps AN(WD, 访 ) 一 >H(N(%), 分 ) 
是 一 个 单 同 态 . 
现在 设 = {Ui}ie，3 一 (je 4k: 38 一 ->4 是 任 一 加 细 
映照 ; 即 VV。, pF。 二 7。。 要 证 p&w: HI(N(W), 访 ) 一 I(N(3)， 
亏 ) 是 单 的 ， 即 要 证 明 VYf€ 2Z'(N (4), 这 ), 着 有 == 68， 
gE CIN(B), FF ), 则 f € BMN(W), 安 ). 
由 奢 一 5g, 就 得 到 
fpVo, po) = g (Va) — g (Vo), VV oN Ve $b; (3.22) 
注意 上 面 的 式 子 都 表示 限制 在 V。NV， 上 成 立 ; 以 下 类 似 的 等 式 
亦 是 这 个 意义 ， 
由 16 ZU 多)， 即 表示 由 
fC(V;, Di) + HUjs UO) = FU, VD YUN UN UL < $; 
因为 X 一 同 7。， 故 对 YUieu Di 一 UNV。， 在 上 式 中 命 
ae 


a€J 
U; 一 pVo,Uh 一 pVs， 再 用 (3.22) 代 人 上 式 就 得 到 
fCUi, pVo) + g(V2) 一 g(Vo) = 1(U,, pV 8g), 
上 式 在 UP7。nres 上 成 立 , 此 即 在 CnFenFes 天 中 时 ,有 
g(7。) — flU;s pVo) 一 8 — HU Po)， 


* 281。 


现 定义 如一 &CPF。) 一 KU pe 多 (no)， 上 式 表示 ， 
如 PnP 站 Po 一 如 nrenrs， 因此 由 定义 11 之 (5)。 存 
在 ht (U,;), 使 
hlUN Vo = h, = (g(V,) 一 fCU;, LV NU NT,, 
现在 取 AE CN ，, 产 ) 为 h(U,) = h;€ (Ui), YU EMV; 则 
8h(Uis TD 一 人 Di) — UD) = hi hs YUNU, Fz 9; 
和 
Chi — hIUMNUNV, = (gC(Ve) ~— Uj pVo) — g(Vo) 
十 KU pVe)) NU NU NYT, 
= f(UispVo) 一 大 Di pVo)IUNUINY, 
一 KUD， UD IUNMNUVINT,, 
同样 因为 U;, 几 DU; 一 U UNUINV。, 而 


KU UID, NUNV, = 6h UNUNTY,, 
故 再 由 定义 1.1 之 (52), 知 f 一 64. 
由 Ha(X， 分 ) = limH‘(N(W, 这 )， 对 VA €E HACNGO), 


.新 ), 将 其 之 等 价 类 用 [月 e Hr(X, 字 表示 , 如 同 $ 1 中 所 陈述 的 ， 
存在 一 个 群 同 态 
谍 : Be(NCD， 产 ) 一 >B(X， 产 )， 
产 F> [ 力 = pF), 
对 g= 0,1,2,3,.… (3.23) 
因此 由 前 述 结果 与 直接 极限 的 定义 就 立即 得 到 ， 对 X 的 任 一 
开 覆 盖 4 
谍 : 让 (NGD， 2 )—>H(X, 安 ) 
是 单 同 态 . 
在 $1 中 已 叙述 过 ,对 拓扑 空间 X 上 的 层 同 态 p: 安 一 ~” 终 . 
可 以 对 X 之 任 一 开 集 U， 定义 一 个 口上 的 截 影 群 的 同 态 
gu: TU， 产 ) 一 >~T(U， 乡 ); 
1F> po(j, 对 YVfeFT(O， 产 )， 
由 此 可 以 定义 一 个 链 群 C7N(W), 实 ) 到 C*(N(U), 多 ) 的 同 态 ; 
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对 9 一 0， 1, 2,.…., 
pa: CNGD; 六 )—>C(N(W; 区)， 
fj > pa()), 
对 YoceNGb ,而 且 g 是 一 个 9 维 单 形 ,定义 
(po 一 piei(jo). (3.24) 
引 理 3.6。qpuao6 一 gopu， 此 即 对 所 有 的 4 一 0， 1，2，……:， 下 
面 的 交换 图 成 立 


CNGD ,CNY), S) 
9 $e Pug 一 bropu, 
CNOD, 实 ) -> con(NGD,， S): G3.25) 
证 ， 对 vfe C'(NQ1)， 分) 与 Vg 十 1 维 单 形 o 二 (U,， 
Ui, ,Uny), 


gqg+} 


[(pu°6)flo 一 ou( (一 1)*piaf( Uo, “*"y Di “3 Un)), 
r=0 


(3.26) 
由 于 qu 与 截 影 的 限制 映照 pov 是 可 交换 的 ,因此 有 


[qo°60)flo 一 >， 《一 1Dtpiop.of CU,, “> Di, ” Un) 
k=0 


=— 1(6spu)flo.] 
系 . 9g,(Z?(NGQD， 疾 ))CZe(NGCD， 容 ) 和 gp.(B(N(4)， 
. 疗 ))CBrCNQD ， 容 ); 对 4 = 0, 1 2 
因此 从 和 群 同 态 
pe: Zr7(NCH)， 产 ) 一 >~2Z2CVNCU)， 容 ); 
B*(N(W), 过) 一 >B’(N(WD, 9), 对 了 ~ 0,1,2,.…， 
可 诱导 出 它们 商 群 的 同 态 
pg: HNOD, 字 )—>H' (NN), Z), 
对 gqg = 0,1,2,.…. (3.27) 
引 理 3.7， 设 4,% 是 拓扑 空间 X 的 两 个 开 攻 盖 而 且 等 < 
和 p&: 8 一 >4 是 一 个 加 细 上 映照 ， 则 有 下 面 的 交换 图 
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CANOD, FN), S) 
fi bp 
CN(W), F)— CN(B), S); 
poofi 一 fiogs, q9 = 0, 1,2, 3,.….. (3.28) 
这 个 交换 图 同样 由 于 gu 和 截 影 的 限制 映照 可 交换 ， 立 可 得 
证 ， 
系 。 有 下 面 的 交换 图 
HN(WD), 起 ) 一 Hi(NGOD), 多) 
1 浆 He 
Hs(N(%), 字 ) HN(Y), $); 
peopusd,s = pt,vopEy 对 4 = 0,1,2,..., (3.29) 
这 由 (3.27), (3.28), (3.11) 和 引 理 3.5 得 到 . 
现在 我 们 来 定义 ,由 拓扑 空间 X 上 的 层 同 态 9: . 产 一 > 多 所 
诱导 的 上 同调 群 的 同 态 
g* HAA(X, 人 )—>H(X, BG);g = 0,1,2,.... (3.30) 
对 V[ 朋 emr(X，. 疗 )， 任 取 它 的 代表 元 素 f EH'(N(4), 字 )， 
定义 
9*([ 门 ) 一 pt (9+), (3.31) 
对 于 (3.31) 之 合理 性 与 w* 是 一 个 群 同 态 ， 完 全 同 于 $1 的 定理 
1.12 的 证 明 中 的 讨论 ,因此 不 再 重复 . 


设 


0 一 > 六 全 G 大 0 (3.32) 


是 拓扑 空间 X 上 的 层 正 合 序 列 , 由 (2.15) 知道 , 对 X 的 任 一 开 集 
v, 
0 一 >T(U, 产 )- 思 TU， 多 ) 如 r(r， 克 ) 
是 群 的 正 合 序列 ,在 $ 2 中 有 例子 说 明 一 般 pu 不 是 满 同 态 ， 由 上 
链 群 (以 层 为 系数 的 ) 仅 是 开 集 上 截 影 群 的 直 和 , 因此 自然 对 4 一 
0, 1, 2,…:。 有 : 
0 一 >CrNGD，, 访 )- 因 co(NGD。 多 ) 了 -Co(N(W)， 络 ) 
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是 正 合 序列 , $, 一 般 亦 不 是 满 的 。 今 引进 符号 
C7CNO), 缠 ) 一 (CNOQD), 多 )); 
ZNOD, 绕 ) 一 {fe CNOD, 说 )1sf 一 0}; 
Br(N(OW), 谨 ) = {8f|f€ CN(UW), 谨 )}， 
这 里 CN OUD， 席 )、Zr(N GD， 吕 ) 和 7(N (1)， 竟 ) 都 是 
CrN(W), 谨 ) 的 于 群 , 而 且 C*NQD, 谨 )2Zr(N(W), 膏 ) 汪 
Br(N(U), 绕 )， 今 定义 商 群 
于 (N(4), 绕 ) 一 27(N(1), 免 )/B:(NQ1D, R). 
由 引 理 3.6 $6 一 584s 因此 8C*(N(H)， 说 )cCC"NON 
绍 ), 所 以 有 如 下 群 的 交换 图 (由 (3.32) 诱 导 ): 
| | | 
0>CoIN(UD), 字 ) 了 CNGOD, 多 )- 舍 65ND), 绞 )>0 
6 [2 6 
0->Ca(VGD， 安 )-2 C4(N (1), 多 ) 如 Ce(NOD .D0 


6 6 6 


0 一 CHKNCD， 疙 )- 思 CrHNOD， 多 ) CNOU),N) 0 


(3.33) 
由 引 理 3.6 知 (3.33) 中 每 个 小 图 均 是 交换 的 ， 由 C?(CNGD， 免 ) 
的 定义 , (3.33) 的 每 个 行 都 是 正 合 的 。 现 在 由 (3.33) 可 得 到 
命题 3.8， 群 同 态 序列 


HN OD), HCN), 多 )- FNO), SN); 
gq = 0,1,2..... 334) 
是 正 合 的 ， 

证 由 gog 一 0, 故 J*ogp# 一 0, 因此 ImCpX)CKer($#) 一 
(0)， 现 在 证 明 Ker (py)CIm Cg?), 设 Vie ZCN(W); 多)， 
后 一 0, 即 表示 buf € BrCN(W), 弱 ), 此 即 38 € CI(VCD, 完 )， 
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buf 一 pg， 由 (3.33) 之 每 行 是 正 合 的 , 故 34&《 CICN(M), 多 ) 
g = uh 因此 palf 一 5) = buf — budh = 68 — Vub — 0, 因 
此 再 由 (3.33) 之 行 是 正 合 的 ,有 EC"CN(U), 芒 ), 使 得 
9 过 一 一 2， (3.351 
由 5p 二 pu54 一 6f 一 864 一 0, 由 psu 是 单 的 , 故 纺 二 0, 所 以 
RE ZN(U), 字 ), 而 且 
pik* 一 产 . (3.36) 
(3.36) 即 表 示 Im (gp#) 汪 Ker(43)。 因而， 
Im(g*) = Ker(43).] 
现在 我 们 构造 群 同 态 | 
6*, HAN(W), 弦 ) 一 >HtN(), 访 ); 4 一 0,.1,2,………. 
对 VFe 屎 (NG , 绕 )， 任 取 产 的 一 个 代表 元 素 f€ Zr(N(W)， 
统 ), 由 (3.33) 之 行 都 是 正 合 的 ,3g 《 C*《NQWD, 多 ), 使 bug 一 
f, Bg € CHCNGU), 多 ), gudg = 6%ug 一 中 一 0， 故 有 
hE€ CINGOW), 芒 ), 
使 puh 二 68， 由 pa 是 单 的 ,所 以 4 是 唯一 的 ; 且 pudh = 69uh 一 
668 一 0, 故 hE ZIH(N( 册 ), 之 )。 今 定义 
. 6*f* = hp* (4 的 等 价 类 ). (3.37) 
现在 要 说 明 (3.37) 中 5* 的 定义 是 有 意义 的 ， 因 为 在 这 个 定 
义 中 了 的 选取 与 g 的 选取 均 不 是 唯一 的 ， 对 选 定 的 f, 亦 可 选取 
g++ pu (VRE Cs (VCD， 疡 ))， 来 代替 83 则 此 时 pu(h 十 
8k) 一 58 十 59 而 (4 十 6X)* 一 如， 因此 (3.37) 的 定义 与 g 
的 选取 无 关 ， 现在 f 十 5h( 对 Yhe CN(), 绞 )), 由 (3.33) 
age CN QD, SG), bug = 则 wa(s8 十 8) =f +6h., 
因此 同样 有 gah 一 5(6g 十 8) 一 58， 此 即 表示 ，(3.37) 的 定义 
与 人 的 代表 元 素 选取 无 关 . 
从 8+* 的 定义 ,易于 验证 它 是 群 同 态 . 
命题 39。 从 拓扑 空间 X 上 的 层 同 态 正 合 序列 
0 一 > 这 一 > 多 一 > 说 一 >0， 


可 以 诱导 一 个 上 同调 群 的 长 正 合 序列 (对 任 一 个 X 的 开 覆 盖 贡 ) 
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0 一 (vaD, 产 ) 下 Er(wanD, 多 ) 名 刺 (wanD , 殉 ) 
NOD, FF) SHINOD, 多 ) > .=> HNGD), 产 ) 


pCNOD,S) NOD, B) HNOD, PF) 
(3.38) 

证 . 在 .Hs(N(W), 多 ) 处 正 合 已 由 命题 3.8 所 证 明 。 现 先 证 
明 (3.38) 在 ECN(U), 饥 ) 处 正 合 , 设 信 EE HCN(WD), 统 ), 如 果 
fPeIn (4 起)， 则 在 上 面 定义 中 的 wg 一 了 中 之 g€ Za(NGQD， 
名),， 故 58 = 0， 因 此 6** 一 0. 反之 如 果 并 6 于 (NGD， 宛 ) 
且 8*f* 二 0， 即 表示 (3.37) 中 之 4€ BeHOVGD，. 半 )， 故 存在 
记 E CCNGQD， 袍 ), 使 流 一 人 如 grg 一 f, 则 

pg 一 pe) = pg = fs 
而 且 5(g guh) 一 08 一 pudh= 6g— quh 0, 因此 g 一 
gahi€ Za(NGD， 多 )， 故 产 Eim (4*)， 这 就 证 明了 (NOWD， 
狗 ) 处 正 合 . 

最 后 来 证 明 (3.38) 在 Be(NCD , 宏 ) 处 正 合 . 设 h* EHICN 
QD), 仿 ), 而 且 妨 € Im(5*)， 按 上 面 的 定义 有 quh 一 5g， 因此 
9Xh 于 0， 反之 设 好 EHIN(UW)， 字 ),， 且 9 让 一 0， 此 即 
3agecCeKN (0)， 多 )， 使 ps4 一 56g， 则 由 引 的 定义 知道 
6*bxpg* 一 hy。 这 就 证 明了 (3.38) 在 大 (VC)，, 宏 ) 处 正 合 . 

现在 { 束 (NGD, 狗 )seos;<， /好 亦 是 有 向 集 Ox 上 的 Abel 
群 系 ,因此 同样 可 定义 它们 的 直接 极 跟 

盏 (X， 多 ) 一 lm 机 (NGD， 锣 );9 一 0, 1, 27,...。 (3.39) 

由 (3,38) 取 直 接 极限 可 得 到 同调 群 的 长 正 合 序 列 

0 一 >2P(X, 他) 了 HX, 多 ) 天 (X， 并 ) 

-PK 疗 ) 一 (KK 祈 ) 了 >H(X, 多 ) 

(xX, 移 ) 一 HX, 访 ) 一 …. (3.40) 
(3.40) 中 pg*,。w* 和 6* 《这 里 仍 用 与 (3.38) 中 同一 个 5* 表 示 ) 是 由 
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(3.31) 所 定义 的 ,(3.40) 的 正 合 人 性 用 (3,31) 的 定义 和 直接 极限 的 
定义 可 直接 得 到 . 
命题 3,.10， 如 X 是 仿 紧 、7,( 即 Hausdorff) 拓扑 空间 , 则 
再 (X; 络 ) = 二 Hi(X; 这 ); gq 一 0, 1, 2,-…. 
证 明 这 个 命题 要 用 到 下 面 两 个 引 理 
引 理 3.11. y: 多 一 > 多 是 拓扑 空间 X 上 的 满 层 同 态 。 对 
YxzeX, Ubb VE Us, ET(U,, 谨 ); i 一 1，2,.……, 不, 则 存 


大 
在 一 个 W EB WC [| Ui 使 得 fi 在 WW 上 的 限制 


punwlfi) € pwlT(W, 多 )); f= 1, 2，…， 忆 。 
证 . 因为 是 满 的 ， 因 此 有 [g;]:& 多 。 使 
gp([gi]s) = f(t), i m1, ks 
这 里 & 多 (V7)), 每 个 ii eu， 今 就 用 gi 表示 Vi 上 的 截 影 ， 
gi: 7 一 [es yc。 则 Jri(gi)ETCPi， 宽 ) , 而 且 
(brs(g1)) (x) = f(x); 
对 ;一 1…，4。 由 定理 1.6 之 (3)， 必 存在 一 个 WV,é 1., 使 
k 

propiogvi(gi) 一 powi(ji); 对 每 个 1<i<h 取现 一 NN W, 
就 是 我 们 所 要 的 世 - 之 开 邻 域 ,使 poi,wG) € pw(T(W, 乡 )). 

引 理 3.12， 一 个 仿 紧 7 拓扑 空间 则 必 有 《1) 这 个 空间 是 7， 
的 ，(2) 这 个 空间 是 ZT, 的 , (3) 设 忆 一 {U。} 是 它 的 任 一 开 覆 盖 ， 
则 它 必 具有 一 个 开 歼 盖 外 一 {V。}, 其 中 每 PCF.CD。， 

这 个 引 理 可 在 一 般 点 集 拓 扑 书 上 找到 ,读者 亦 可 以 按 《1)、 
(2)、(3) 顺序 推 证 ， 

命题 3.10 的 证 明 . 实际 上 现在 证 明 下 述 事实 : 对 每 一 个 

fe CN (W), 绕 ), 一 定 存在 一 个 44 的 一 个 加 细 3; 4 :区 
一 了 是 加 细 上 映照， 与 一 个 ge C'(N(3), 多 ), 使 EX 一 peg. 

这 个 事实 显然 冀 涵 命题 (3.10) (由 p* 的 定义 ). 

不 失 一 般 性 ,可 假定 4 是 X 的 局 部 有 限 开 覆盖 . 设 U={U。}， 
外 一 {V。} 就 是 适合 引 理 3.12 之 (3) 的 X 的 开 履 盖 , 自然 咏 亦 是 
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局 部 有 限 的 。 对 VxeX, 由 人 是 局 部 有 限 的 ,所 以 x* 只 属于 芝 中 
有 限 个 开 集 , 所 以 亦 只 属于 有 限 个 9 维 单 形 , 由 引 理 3.11, 有 WW。 
是 x 的 一 个 开 邻 域 ， 使 了 对 这 有 限 个 4 维 单 形 之 任 一 个 《就 记 为 
0), fo 在 WW 上 之 限制 piolwsfo € bw:(TCW ,多 ))， 由 于 % 是 开 
覆盖 , 故 * 必 属 某 一 个 Fe 无疑 我 们 可 取 W.CV。( 如 有 必要 可 适 
当 的 缩小 )， 因 为 是 局 部 有 限 的 ， 因 此 我 们 可 选取 厂 。 (如 有 必 
要 适当 缩小 ), 使 态 , 仅 与 有 限 个 妇 的 开 集 之 交 非 空 , 设 为 U1,*……， 
Up。 因 此 Ww 亦 至 多 与 有 限 个 VCUs; i 一 1,…,P 之 交 非 空 ， 
如 果 x& DC …， Dr 中 之 某 个 ), 则 更: 一 ,是 非 空 开 集 , 今 
就 用 此 来 代替 下 ., 因此 这 样 的 WW; 具有 人 性质, 柬 。 如 与 V1,… ,Vp 
中 之 某 个 VV 有 非 空 之 交 , 则 xEUj, 今 下 :与 {,…, Up} 中 所 
有 CU， 而 且 恶人 及 关中 的 之 交 是 一 个 非 空 开 集 ， 我 们 
最 后 取 这 个 交集 为 厂 ,， 这 个 砍 。 具 有 如 下 性 质 三 .人 六 关中 
W:CUV;。 现 在 对 所 有 *eX， 都 取 定 这 样 的 夸 。， { 于 sex 一 亚 
是 XX 的 一 个 开 覆 盖 , 今 对 YW & 吕 , 由 上 面 之 W: 之 取 法 , 存在 
WaCVoCUas 其 中 V4 3 与 0 E44 今 作 加 细 映 射 4: 名 一 
4; 即 为 前 面 所 选取 的 那 种 ws 一 Du 现在 对 任 一 9 维 单 形 
o (W xs "9 W.) € N(W), 


9g a DL 
4z 关 jcl 一 门 mac 站 rsc 站 Do 
i=0 i=0 i=0 


由 We 与 Vy 之 交 非 空 ， 故 We CU i=0,1,..., g. 故 有 
lol CW CU, NN “°°* Nv, 一 juol. 所 以 我 们 有 
(pf)o 一 plolf pW 4 “”” "3 LW 20) = Piripwzof (Us,s “"*, U0), 
由 引 理 3.11 与 外 中 之 WW, 之 选取 法 ,保证 
pwxof CU s,» “°° Us) € pws TW ,,, 多 )), (3.41) 
故 命题 得 证 .】 
定理 3.13， 如 X 是 仿 紧 、T; 拓扑 空 间 , 在 X 上 有 层 正 合 序列 
0 六 


则 可 以 诱导 出 一 个 同调 群 的 长 正 合 序列 
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0 一 PP(XK， 产 )- 罗 mp(X， 多 ) P(X， 雍 ) 
8 * 2 
一 (X, 这) 一 :>HI(X, 六 ) 一 >H'(X, 多 ) 


HA(X, 充 ) Ht(X, 访 ) 一 (3.42) 
这 就 是 由 (3.40) 与 命题 3.10 得 到 的 . 
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线 丛 同 构 71 
线性 等 价 因 于 34 
报 保 角 映照 34 
拟 微分 算 子 135，181 
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结构 层 78 

复 流 形 16 

复 结构 形变 34 
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残 数 31 
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弱 导 数 ”141，168 

紧 算 子 154 

调和 形式 117 

特性 指数 ”39 

消 没 定理 193，211 
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域 231 

商 层 82 

商 环 233 
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常数 层 83 

旧部 (形式 ) 204 
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联络 形式 111 
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超越 扩充 2 各 6 椭 同 函数 55 
短 正 合 序列 84 Abcl 群 层 250 

椭 辆 算 于 151 Abel 自由 群 40 

椭圆 曲线 10，58，221 Bergman 度量 45，62 
椭圆 积分 60 Behnke-Stein 定理 55，65 
椭圆 函数 53，55 | Cousin 问题 88 

超 般 辕 钦 曼 抽 43，62 de Rham 定理 94 
富里 家 积分 算 于 ”181 Dolbeault 引 理 97 


Dirichlet 问题 185 
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解析 指数 ”137 Euler 示 性 数 202 
Friedrichs 引 理 176 
二 四国 Girding 不 等 式 151 
规 影 79，80, 257 Gauss-Bonnet 定理 202 
截 影 层 ”260 Green 算 子 155 
模 5，34 \ Hodge 定理 119, 155 
模 群 24 Hermitian 联络 110 
模 空间 25，34 Hermitian 度量 ( 见 H 度量 ) 
满 同 态 233 Kodaira-le Potier 消 没 定理 138 
黎 曼 曲面 16 Kodaira 詹 人 定理 ”224 
黎 曼 球面 19 1(D) 39 
黎 最 存在 定理 224 Leray 定理 104 
摩天 大 厦 层 82 Mittag-Leffler 问题 68，99 
加 Poincark 引 理 1? 
十 五 图 Riemann_Roch 定理 39, 433 126s 213 
整数 性 ”212, 227 Rellich 引 理 160 
Runge 逼近 定理 99 
其 他 Serre 对 侦 定理 121 
C” 函数 的 芽 层 80 Sobolev 不 等 式 165 
日 度量 107 Sobolev 空间 141，150 
K 理论 131, 137 Sobolev 引 理 165 
L 值 的 C” 的 p 形式 层 81 Sobolev 链 147 
q 维 上 链 274 Stein 流 形 106 
q 维 上 闭 链 群 276 Teichmiiller 理论 35 
q 维 上 边缘 群 276 Weitzeqb5ck 公式 188 
q 阶 上 同调 群 276 Weierstrass 点 46 
RR 定理 ( 见 Ricmann-Roch 定理 ) Weierstrass 定理 14 
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